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ВВЕДЕНИЕ 

 

В настоящее время происходит интенсивное освоение космического про-

странства, которое ведётся по широкой программе, включающей полёты, как по 

околоземным орбитам, так и по траекториям к другим планетам Солнечной си-

стемы. 

4 октября 1957 года в нашей стране был запущен первый искусственный 

спутник Земли, а к настоящему времени в космическом пространстве находится 

более 20000 искусственных небесных тел. Основополагающие достижения в 

освоении космического пространства принадлежат Советскому Союзу: запуск 

первого искусственного спутника Земли (ИСЗ), первый космический полёт че-

ловека, первый выход космонавта из корабля в открытое космическое про-

странство, первая экспериментальная орбитальная станция, первое достижение 

лунной поверхности, первый облёт Луны с фотографированием её обратной 

стороны, первая посадка на Луну автоматической станции и запуск первого ис-

кусственного спутника Луны, первый полёт к планете Солнечной системы и 

первые спуски в атмосфере Венеры контейнеров с научной аппаратурой. Силь-

но отстававшие в начале эры освоения космоса США к концу 60-х годов также 

добились значительных успехов, из которых наиболее выдающимися являются 

получение фотографий поверхности Марса, первая высадка людей на поверх-

ность Луны, первый полёт корабля многоразового использования. 

Решением задач, связанных с реализацией космического полёта занима-

ется научная дисциплина, которая имеет несколько названий: космическая бал-

листика, механика космического полёта, прикладная небесная механика, кос-

модинамика, теория движения искусственных небесных тел, космонавтика и 

т.д. В нашей стране наибольшее распространение получил термин «космиче-

ская баллистика» или даже просто «баллистика» – это новый прикладной раз-
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дел небесной механики, который является одновременно разделом как теорети-

ческой механики, так и астрономии. 

Все эти названия связаны со словом «космос». Представляет интерес 

происхождение этого слова. Оказывается, «космос» по-гречески это украшение, 

порядок. Философы Древней Греции, начиная с Пифагора, понимали под сло-

вом «космос» Вселенную, рассматриваемую как упорядоченную гармоничную 

систему, в которой все движения строго подчиняются извечным законам при-

роды. В древнегреческой философии космос противопоставлялся хаосу – бес-

порядку, слепому случаю. В настоящее время под космосом понимают Вселен-

ную, рассматриваемую как нечто единое, подчиняющееся общим законам. Сло-

во «космос» имеет ещё одно значение, связанное с осуществлением давнишней 

мечты человечества о космических полётах. В таких терминах как «космиче-

ский полёт» или «космонавтика» космос противопоставляется Земле. В совре-

менном понимании космос есть всё, что находится за пределами Земли и её ат-

мосферы. Ближайшая и наиболее доступная исследованию область космическо-

го пространства – околоземное пространство. Говоря о космических исследова-

ниях, чаще всего имеют в виду именно изучение околоземного пространства, 

которое иногда называется ближним космосом. Из многих задач космической 

баллистики можно выделить следующие задачи: 

1) нахождение параметров траектории космического аппарата (КА) по 

заданным его характеристикам и программе движения (основная задача); 

2) проектирование траектории КА; 

3) анализ влияния характеристик КА на его траекторию; 

4) анализ влияния возмущающих факторов на траекторию КА; 

5) анализ качества управления движением КА. 

Остановимся на краткой характеристике этих задач. 

1) При решении основной задачи по известным параметрам КА и за-

данной программе движения требуется определить программную траекто-

рию КА и кинематические характеристики, определяющие положение КА 

относительно планет, Солнца, измерительных пунктов и т.д. 



 9

2) Задача проектирования траектории КА состоит в выборе програм-

мы движения КА, которая обеспечивает, для заданного КА выполнение за-

данной транспортной задачи: попадание в окрестность планеты-цели, пере-

ход на заданную конечную орбиту и т.д. При решении этой задачи возникает 

проблема выбора среди возможных траекторий такой, которая удовлетворя-

ет некоторым дополнительным требованиям – критериям оптимальности. 

Критерии оптимальности определяют наилучшую в смысле данного крите-

рия траекторию. В качестве критериев оптимальности могут фигурировать 

затраты топлива, характеристики точности выполнения заданного космиче-

ского манёвра и т.д. В настоящее время решение проблем выбора оптималь-

ной траектории даже для традиционных КА наталкивается во многих случа-

ях на серьёзные трудности. 

3) Задача оценки влияния параметров КА на его траекторию состоит в 

выработке рекомендаций по выбору программы движения КА в зависимости 

от его характеристик. В частности, начальная тяговооружённость КА будет 

влиять на интенсивность набора им скорости, аэродинамические параметры 

КА будут во многом определять траекторию спуска в атмосфере и т.д. 

4) Задача анализа возмущающих факторов состоит в определении их 

влияния на траекторию КА и на отклонения конечных параметров движения. 

К возмущающим факторам относят те физические явления, которые не учи-

тываются в принятой математической модели КА. Это могут быть неучтён-

ные силы в уравнениях движения, ошибки определения начальных условий, 

погрешности измерения параметров движения, используемые при работе си-

стемы управления, отклонения параметров КА от номинальных значений и 

т.д. 

5) Задача анализа качества управления движением КА связана с тео-

рией космической навигации, теорией стохастических систем управления и 

анализом систем управления движением КА.  

Космическая навигация, входя самостоятельной частью в состав косми-

ческой баллистики, расширяет и дополняет её. Подавляющее число специали-
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стов в последнее время приходит к выводу о необходимости их совместного 

рассмотрения. 

В дальнейшем основное внимание будет уделено четырём первым зада-

чам теории движения КА. 

 

 

ГЛАВА 1 УСЛОВИЯ КОСМИЧЕСКОГО ПОЛЕТА 

 

Полное и достоверное знание условий полёта летательного аппарата (ЛА) 

в космическом пространстве необходимо, прежде всего, на этапе проектирова-

ния и создания КА. Неучёт каких-либо условий, в которых окажется КА в про-

цессе полёта, может привести к потере КА или прекращению его функциониро-

вания. В настоящее время накоплен достаточно обширный материал о структу-

ре и строении Солнечной системы, структуре и динамике атмосфер планет, 

особенностях гравитационного поля Земли и остальных планет, уровнях воз-

действия электрического и магнитного полей, радиационных поясов Земли, 

уровне корпускулярного и волнового излучения, метеорной обстановки и дру-

гих факторов. 

 

1.1 Солнечная система 

Солнечной системой называется система, состоящая из центральной 

звезды – Солнца и обращающихся вокруг неё 9-ти больших планет со своими 

спутниками, астероидов (малых планет), метеорных тел, межпланетной твёрдой 

космической пыли и разреженных газов. 

Солнце – лишь одна из многих звёзд, образующих гигантскую звёздную 

систему – Галактику. Наша Галактика содержит 100 – 200 млрд. звёзд. Они 

располагаются так, что Галактика имеет вид плоского диска с как бы вставлен-

ным в него в середине шаром меньшего диаметра. 

Пространство, занимаемое Солнечной системой, пронизывается корпус-

кулярным и электромагнитным излучением Солнца. Характерными для Сол-
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нечной системы являются также электромагнитные и гравитационные поля. 

Движение всех достаточно крупных тел Солнечной системы подчиняется зако-

ну всемирного тяготения: 

2
212

r

mm
kF


 ,      (1.1) 

где r расстояние тела с массой 2m  до притягивающего центра; 

секг

см
k


 

3
82 10673,6  – универсальная гравитационная постоянная; 

1
2mk  – гравитационный параметр тела с массой m1. 

Значения «  » для различных тел Солнечной системы приведены в таб-

лице 1.1. 

Таблица 1.1 

Тело mтела/mЗемли Гравитационный параметр, км3/сек2 

Солнце 3,3253·105 1,324948·1011 

Меркурий 0,0543 2,16494·104 

Венера 0,8136 6,2423·105 

Земля 1,0 3,9858·105 

Луна - 4,890·103 

Марс 0,1077 4,2906·104  

Юпитер 318,35 1,26498·108 

Сатурн 95,3 3,78811·107 

Уран 14,58 5,79364·106 

Нептун 17,26 6,86004·106 

Плутон 0,8312 3,31237·105 

 

Все девять больших планет – Меркурий, Венера, Земля, Марс, Юпитер, 

Сатурн, Уран, Нептун и Плутон – обращаются вокруг Солнца в одном направ-

лении (в направлении осевого вращения Солнца – против часовой стрелки) по 

почти круговым орбитам, мало наклонённым к плоскости эклиптики. Плоско-

стью эклиптики называется плоскость, в которой движется центр масс системы 

Земля-Луна (барицентр). 

Большинство планет вращается вокруг своей оси в прямом направлении 

(против хода часовой стрелки, если наблюдать с северного полюса Мира). Ис-

ключение составляют лишь две планеты: Венера, вращающаяся в обратном 

направлении; Уран, ось вращения которого лежит почти в плоскости орбиты 
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движения. В табл. 1.2 приведены некоторые дополнительные данные планет, 

рассмотренных в табл. 1.1. 

Таблица 1.2 

Планеты Расстояние до 

Солнца, а.е.д. 

Радиус экваториаль-

ный, км 

Ускорение силы 

тяжести на широте 

450, см/сек2 

Параболическая ско-

рость, км/сек 

Солнце - 696000 - 606,0 

Меркурий 0,387 2500 346,3904 4,16652 

Венера 0,723 6200 843,4703 10,72620 

Земля 1,000 6378,39 983,008 11,1859 

Луна - 1738 - 2,372 

Марс 1,524 3310 401,9938 5,091667 

Юпитер 5,202 69880 2767,252 60,1902 

Сатурн 9,539 57550 1274,368 36,2831 

Уран 19,182 25500 958,2298 21,3168 

Нептун 30,058 25000 1122,431 23,4268 

Плутон 39,51 2750 394,151 10,51067 

 

В таблице используются следующие обозначения: 

Астрономическая единица длины (а.е.д.) – это расстояние от Земли до 

Солнца. 1 а.е.д.=149597900 км. 

Параболическая скорость Vп=
плr

2 , 

где rпл – экваториальный радиус планеты,  - гравитационный параметр плане-

ты. 

Космический аппарат, движущийся в пределах Солнечной системы, ис-

пытывает со стороны Солнца световое, тепловое, гравитационное и радиацион-

ное воздействия. Внешняя оболочка Солнца – корона – испускает непрерывный 

поток заряженных частиц (плазму) – солнечный ветер. Средняя скорость сол-

нечного ветра при невозмущённой короне составляет около 400 км/сек. Прояв-

ления солнечной активности – хромосферные вспышки – приводят к выбросу 

солнечного вещества в виде отдельных плазменных сгустков. Средняя продол-

жительность хромосферных вспышек 1000 сек. Через 2 – 3 минуты от момента 

фиксирования вспышки в окрестности Земли регистрируется повышение рент-

геновского излучения, а через 10 – 100 минут – увеличение интенсивности кос-
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мического излучения. Солнечные вспышки оказывают заметное влияние как на 

верхнюю атмосферу, так и на биосферу Земли. Полярные сияния, нарушение 

радиосвязи и даже телеграфной связи – всё это результат проявления солнечной 

активности. Во время мощных хромосферных вспышек доза облучения может 

привести к гибели экипажа КА при отсутствии специальных защитных средств. 

Из планет Солнечной системы ограничимся рассмотрением Земли и околозем-

ного пространства. 

 

1.2 Земля и околоземное пространство 

а) Гравитационное поле и фигура Земли. 

Земля представляет собой неоднородное тело вращения, имеющее слож-

ную конфигурацию поверхности. За более близкую к реальной форме Земли по 

отношению к другим возможным видам аппроксимаций принимают фигуру, 

называемую геоидом. Геоид – это фигура, ограниченная уровненной поверхно-

стью силы тяжести, во всех точках которой значения потенциала силы тяжести 

одинаково и которая совпадает с поверхностью океанов, находящихся в невоз-

мущённом состоянии, т.е. при отсутствии приливов, отливов, атмосферных и 

каких-либо других возмущений. В настоящее время данных для точного мате-

матического описания геоида ещё недостаточно. При проведении различного 

ряда вычислительных работ (геодезических, астрономических, баллистических 

и др.) в качестве последовательных приближений к геоиду принимают: сферу, 

сфероид (эллипсоид вращения), трёхосный эллипсоид. 

Для сферической модели Земли основной геопостоянной величиной яв-

ляется радиус земной сферы. Радиус сферы, имеющей ту же поверхность и тот 

же объём, что и поверхность и объём земного эллипсоида, может быть принят 

равным 6371 км. Следующим приближением к действительной фигуре Земли 

является эллипсоид вращения (двухосный эллипсоид). Эллипсоид, наилучшим 

образом аппроксимирующий какой-либо район земной поверхности, называет-

ся референц-эллипсоидом. В Советском Союзе в качестве референц-эллипсоида 

был принят эллипсоид вращения Ф.Н. Красовского (1878 – 1948), размеры ко-
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торого были получены советскими геодезистами на основании градусных изме-

рений длин дуг меридианов на территории СССР, Западной Европы и США. 

Для двухосного эллипсоида Красовского приняты следующие размеры: боль-

шая полуось (средний радиус экватора)   аЗ=6378245 м,  малая полуось 

bЗ=6356863 м,  сжатие aЗ=(аЗ-bЗ)/аЗ=1/298,3. 

Большая полуось эллипсоида Красовского встречает поверхность Земли 

западнее гринвичского меридиана и составляет с ним угол 150. 

Рассмотрим линии и точки земного сфероида. 

Ось вращения Земли пересекается с земным сфероидом в северном и 

южном полюсах, причём за северный полюс принят тот, из которого вращение 

Земли представляется происходящим против хода часовой стрелки. Плоскость, 

проходящая через центр масс Земли и перпендикулярная оси её вращения, 

называется экваториальной плоскостью, а линию её пересечения с поверхно-

стью земного эллипсоида называют земным экватором. Линии пересечения 

земного эллипсоида с плоскостями, параллельными экваториальной плоскости, 

называются географическими параллелями. Плоскость, проходящая через ось 

вращения Земли, пересекается с земным эллипсоидом по линии, именуемой 

географическим меридианом. Положение точки на земной поверхности задаёт-

ся двумя географическими координатами: долготой и широтой. Различают два 

типа долгот: геодезическую и астрономическую. Геодезическая долгота L из-

меряется двухгранным углом между плоскостью меридиана данной точки и 

плоскостью гринвичского (нулевого) меридиана. Отсчёт долгот производится 

от гринвичского меридиана к востоку в пределах от 0о до 360о (или в "часовой" 

мере от 0 до 24 часов). Часовая мера измерения дуг принята в астрономии 

наряду с радианным и градусным измерением. За единицу измерения принима-

ется дуга в 15о. Эта единица дуги называется часом и сокращённо обозначается 

верхним индексом "h". Один час содержит 60 минут (сокращённо обозначается 

верхним индексом "m"), а минута делится на 60 секунд (сокращённо "s"). Оче-

видно, что 1h=15о, 1m=15', 1s=15'', а также 1о=4m, 1'=4s, 1''=(1/15)s. 
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Принят также отсчёт долгот в обе стороны от гринвичского меридиана в 

пределах от 0о до 180о, причём восточные долготы считаются положительными, 

а западные – отрицательными. 

Астрономическая долгота   есть двугранный угол между плоскостями 

астрономических меридианов данного места и Гринвича, причём под плоско-

стью астрономического меридиана понимают плоскость, проходящую через от-

весную линию данной точки земной поверхности. Используется также несколь-

ко типов географических широт (рис. 1.1). 

Геодезическая широта "B" в данном месте представляет собой угол меж-

ду нормалью к поверхности принятого земного эллипсоида и его экваториаль-

ной плоскостью. Широта считается положительной в северном полушарии и 

отрицательной – в южном. Она изменяется в пределах от –90о до +90о. 

Астрономическая широта « » есть угол между отвесной линией для дан-

ной точки земной поверхности и экваториальной плоскостью Земли. 

Геоцентрическая широта   – угол между геоцентрическим радиусом-

вектором, проведённым в данную точку земной поверхности, и плоскостью 

земного экватора. 

Геодезическая и геоцентрическая широты связаны соотношением: 

 2sin4,103132 2
Çeb  ,  

в котором разность широт выражена в секундах, а 2
33

2
3 2  e . 

Стандартной формой записи потенциала сил притяжения Земли, реко-

мендованной Международным астрономическим союзом для практического 

использования является: 
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где Lr ,,   – соответственно радиус, геоцентрическая широта и геодезическая 

долгота точки; ЗЭR  – средний экваториальный радиус Земли; nknkn scJ ,,  – безраз-

мерные коэффициенты, зависящие от формы Земли и распределения масс внут-

ри неё. Их значения для Земли определяются по данным гравиметрических из-
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мерений на её поверхности и внешнетраекторных измерений эволюций орбит 

ИСЗ; nP  и )(k
nP  – полином Лежандра и присоединённая функция Лежандра, вы-

числяемые по известным аналитическим зависимостям. 

Для модели Земли как сжатого сфероида получили следующее прибли-

жённое равенство: 

)1'sin3(
3

2
3

 
кr

U ,    (1.3) 

где  =66,07·103 км2. 

Первое слагаемое в последнем выражении есть ньютоновский потенциал. 

Второе слагаемое учитывает сжатие Земли по полюсам. 

б) Магнитное поле Земли. 

Землю принято считать слабым постоянным магнитом, поле которого 

напоминает магнитное поле диполя, ось которого наклонена примерно на 11,5о 

к оси вращения Земли. Центр диполя смещён от геометрического центра Земли 

на 500 км в сторону восточного полушария. Заметим, что в практических рас-

чётах отклонение оси и смещение центра диполя, как правило, не учитывают. 

Напряжённость поля на геомагнитных полюсах в два раза превышает напря-

жённость поля на экваторе. Источники магнитного поля Земли находятся в яд-

ре, земней коре и верхней атмосфере планеты. Предполагают, что главным ис-

точником магнитного поля Земли являются системы электрических токов в 

жидком ядре Земли. В зависимости от движения жидкости изменяются направ-

ления и значения электрических токов, что приводит к медленному перемеще-

нию магнитных полюсов по поверхности Земли. Второй источник земного маг-

нетизма – магнитные аномалии, вызванные скоплением ферромагнитных руд в 

определённых областях земной коры. Местные аномалии вызывают некоторое 

отклонение земного магнитного поля от правильного центрального диполя. 

Третья причина магнетизма связана с токами заряженных частиц в верхних 

слоях атмосферы и околоземном пространстве. Газы, образующие верхние слои 

атмосферы под действием ультрафиолетового излучения Солнца ионизирова-

ны, т.е. представляют собой газовую смесь заряженных частиц (плазму). Маг-
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нитное поле Земли взаимодействует с плазмой, оно оказывает на плазму давле-

ние. С удалением от Земли давление самой плазмы падает быстрее, чем давле-

ние, оказываемое на неё магнитным полем. Вследствие этого плазменную обо-

лочку Земли можно условно разделить на две части: нижнюю и верхнюю. 

Нижняя часть, где давление газа превышает давление магнитного поля, носит 

название – ионосферы. Здесь плазма ведёт себя в основном как обычный газ, 

отличаясь только повышенной электропроводностью. Выше лежит магнито-

сфера, область, где давление магнитного поля больше, чем газовое давление. 

Поведение плазмы в магнитосфере определяется и регулируется, прежде всего, 

магнитным полем и коренным образом отличается от поведения обычного газа. 

Отнесение магнитосферы к космическому пространству оправдывается тем, что 

она тесно взаимодействует с более далёкими космическими объектами, и, 

прежде всего, с Солнцем. Солнечный ветер у Земли взаимодействует с земным 

магнитным полем и обтекает его, как сверхзвуковой поток обтекает препят-

ствие. При этом возникает стационарная, отходящая в сторону Солнца ударная 

волна, фронт которой расположен от Земли на расстоянии ~100000 км на днев-

ной (освещённой) стороне. Поток плазмы, прошедший через фронт волны, ста-

новится турбулентным. 

Эта переходная турбулентная область кончается там, где давление регу-

лярного магнитного поля Земли превосходит давление турбулентной плазмы 

солнечного ветра. Это внешняя граница магнитосферы или магнитопауза. Она 

располагается на расстоянии около 60000 км от центра Земли с дневной сторо-

ны. С ночной стороны солнечный ветер образует плазменный хвост Земли. 

Плазменные сгустки, возникающие во время хромосферных вспышек Солнца, 

летящие в направлении Земли «ударяясь» о магнитосферу, вызывают её крат-

ковременное сжатие с последующим расширением. Так возникают магнитные 

бури, а некоторые частицы сгустка, проникающие через магнитосферу, вызы-

вают полярные сияния. 
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Кроме Земли магнитосфера обнаружена у Марса, Юпитера, Сатурна, 

Меркурия. На Венере и Луне магнитное поле практически отсутствует, и маг-

нитосферы нет. 

На борту КА всегда существуют электрические цепи, магнитные элемен-

ты приборов, в металлической оболочке которых находятся токи Фуко, которые 

создают собственное магнитное поле. Взаимодействуя с магнитным полем Зем-

ли, оно создаёт момент, стремящийся ориентировать магнитный диполь КА по 

силовым магнитным линиям. Если ось Земли лежит в плоскости орбиты, то КА, 

отслеживая направление силовых линий, совершает за один виток два полных 

оборота вокруг своей оси. 

Внутренняя область земной магнитосферы, в которой магнитное поле 

Земли удерживает заряженные частицы (протоны, электроны), обладающие 

большой кинетической энергией, образует радиационные пояса Земли. 

Они были обнаружены в середине 50-х годов прошлого столетия. В ради-

ационных поясах частицы под действием магнитного поля движутся по слож-

ным траекториям из Северного полушария в Южное и обратно. 

У Земли обычно выделяют внутренний и внешний радиационные пояса. 

Внутренний радиационный пояс состоит в основном из протонов. Он располо-

жен симметрично относительно магнитного экватора и ограничен с внешней 

стороны силовыми линиями, выходящими на геомагнитной широте 35о – 40о. 

Нижняя граница пояса, ближайшая к земной поверхности, находится на рассто-

янии 500 км (в Западном полушарии) и на расстоянии 1500 – 1600 км (в Во-

сточном) от земной поверхности. Верхняя граница пояса расположена на высо-

тах 9000 – 10000 км. Максимальную плотность протонов внутренний радиаци-

онный пояс имеет над экватором на высоте 3000 – 4000 км. 

Внешний радиационный пояс состоит в основном из электронов. Он рас-

положен между двумя поверхностями, образованными силовыми линиями маг-

нитного поля, выходящими на геомагнитных широтах 50о и 70о. Внешний ради-

ационный пояс имеет максимальную плотность заряженных частиц над эквато-

ром на высоте около 22000 км. 
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Радиационные пояса Земли являются источником радиационной опасно-

сти при космических полётах. 

в) Атмосфера Земли. 

Атмосфера Земли – это газообразная оболочка вокруг земного шара с ра-

диальной протяжённостью порядка 20000 км. Атмосферу Земли по химическо-

му составу принято называть азотно-кислородной, она содержит 76% азота, 

21% кислорода, 3% водяного пара, водорода, углекислого газа и ряда других 

газов. По составу воздуха атмосферу подразделяют на гомосферу и гетеросфе-

ру. В гомосфере, простирающейся до высот ~95 км, состав воздуха с высотой 

почти не изменяется. В гетеросфере азот, кислород и другие газы под действи-

ем ультрафиолетового излучения Солнца диссоциируют и находятся в атомар-

ном состоянии. Плотность и давление воздуха с увеличением высоты умень-

шаются, причём степень изменения параметров атмосферы различна. До высот 

~180 км наблюдаются значительные колебания плотности и давления в течение 

суток. Поскольку точной и строгой аналитической модели земной атмосферы 

не разработано, то при проведении расчётов широкое применение имеет при-

ближенная модель, в которой используются допущения об изотермичности ат-

мосферы. В этом случае плотность изменяется по экспоненциальному закону 

he   0 , где 0  − плотность атмосферы на уровне моря (на высоте h=0 м), 

0 =1,23 кг/м3=0,125 (кг·сек2)/м4;   − логарифмический градиент плотности, ко-

торый изменяется с высотой; в диапазоне высот до 100 км коэффициент   при-

нимается постоянным. При проведении точных расчётов движения КА приме-

няют единую, так называемую стандартную атмосферу. В СССР была принята 

и используется в настоящее время стандартная атмосфера (ГОСТ 4401-81), ко-

торая устанавливает численные значения основных термодинамических и фи-

зических параметров атмосферы на высотах до 200 км. Для верхних слоёв ат-

мосферы разработаны и используются специальные модели (ГОСТ 22721-77, 

ГОСТ 25645.101-83), а также ГОСТы 25645.102-83 (Методика расчёта характе-

ристик вариаций плотности) и 25645.302-83 (Методика расчёта индексов сол-

нечной активности). 
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ГЛАВА 2  НЕВОЗМУЩЕННОЕ ДВИЖЕНИЕ 

 

При движении КА в космическом пространстве на него действуют силы 

тяготения небесных тел, тяга реактивного двигателя, аэродинамические силы, 

сила воздействия магнитного поля, сила давления солнечных лучей. Полное и 

достоверное знание условий полета КА является необходимым фактором при 

его проектировании и создании. Неучет каких – либо условий, в которых может 

оказаться КА в процессе полета, может привести к потере КА или к прекраще-

нию его функционирования. Однако при решении многих задач космической 

баллистики достаточно учитывать воздействие на КА только одного, наиболее 

сильного притягивающего тела и пренебрегать влиянием других небесных тел и 

другими факторами. Учитывая, что масса КА мала по сравнению с массой ос-

новного притягивающего тела, КА правомерно рассматривать как материаль-

ную точку, притягиваемую к центральному телу, но не притягивающую это те-

ло. Принятие подобного предположения приводит к понятию «пассивно грави-

тирующего КА». Движение материальной точки, которое происходит под дей-

ствием только одной центральной силы гравитационного притяжения, величина 

которой подчиняется закону всемирного тяготения, называется невозмущен-

ным или кеплеровским движением. В этом случае оказывается возможным ана-

литически получить все необходимые первые интегралы векторного уравнения 

движения, полностью его описывающие. Для решения этой задачи обычно ис-

пользуют хорошо разработанные в небесной механике методы решения задачи 

двух тел, учитывая при этом, что одно из тел (КА) принимается за тело беско-

нечно малой массы (ограниченная задача двух тел). 

 

2.1 Математическая модель невозмущенного движения  

Будем рассматривать абсолютное движение точки (КА) (в инерциальной 

системе координат (СК)) относительно притягивающего центра, например, цен-

тра Земли в рамках ограниченной задачи двух тел. Векторное уравнение такого 

движения имеет вид: 
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r
rdt

rd
32

2 
 ,     (2.1) 

где r  – радиус-вектор точки относительно притягивающего центра,   – грави-

тационный параметр притягивающего тела. 

В инерциальной СК Oxyz , где О – центр притяжения, уравнение (2.1) за-

пишется в виде: 

;0

;0

;0

32

2

32

2

32

2







r

z

dt

zd

r

y

dt

yd

r

x

dt

xd







     (2.2) 

где    2/1222 zyxr  . 

Система (2.2) является системой 6-го порядка. Для её решения необходи-

мо определить 6 первых интегралов. Получим эти интегралы. 

 

2.2 Первые интегралы 

Интеграл моментов количества движения. 

Умножим первое уравнение системы (2.2) на y , а второе на x  и вычтем 

одно из другого: 

0 xyyx  , 

или 

0





 

dt

dx
y

dt

dy
x

dt

d
xyyx  . 

Интегрируя это уравнение, получим: 

3c
dt

dx
y

dt

dy
x  ,      (2.3) 

аналогично можно получить: 

1c
dt

dy
z

dt

dz
y  ,      (2.4) 
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2c
dt

dz
x

dt

dx
z  .      (2.5) 

Найденные три интеграла (2.3) – (2.5) носят название интегралов площа-

дей. В векторной форме эти равенства соответствуют одному выражению: 

hVr  ,       (2.6) 

где ),,( zyxr ; ),,( zyxV  ; ),,( 321 ccch . 

Если умножить интегралы (2.3) – (2.5) соответственно на yxz ,,  и резуль-

таты сложить, то получим: 

0321  zcycxc       (2.7) 

− уравнение плоскости. В векторной форме можно записать:   0 rh . 

Таким образом, движение материальной точки под действием централь-

ной силы происходит в плоскости, проходящей через точку «О». Положение 

этой плоскости в пространстве полностью определяется начальными условиями 

движения. Двигаясь в плоскости (2.7) материальная точка сохраняет свою ско-

рость постоянной. В этом легко убедиться из векторного представления инте-

грала площадей hVr  . Модуль этого векторного произведения есть удвоен-

ная секторная скорость (площадь параллелограмма, построенного на векторах 

r  и V ). Обозначим секторную скорость, то есть, приращение площади «А», от-

метаемой радиусом движущейся точки за единицу времени через  
dt

dA . Имеем: 

      2
3

2
2

2
1

2
0000

2
0000

2
00002 cccxyyxzxxzyzzy

dt

dA
h   ,   (2.8) 

где индексом «0» обозначены начальные координаты и скорости. 

Интегрируя (2.8), получаем: 

)(
2

1
0tthA  , 

т.е. площадь сектора А растет пропорционально времени t . 

В полярных координатах r  и   (рис. 2.1) интеграл площадей запишется в 

виде: 

dt

d
rh

2 ,      (2.9) 
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где 
dt

d  − угловая скорость радиус-вектора точки. Равенство (2.9) легко полу-

чить из векторного представления интеграла площадей hVr  , представив 

скорость точки V  в виде разложения по осям полярной СК (рис. 2.1): 

oo
r rrrVVV    , 

где 
r

r
r o  , 1or , 1o . 

Далее,  

    oooooo hrrrrrrrrrh   22  , 

где ooo rh   – единичный вектор (орт) перпендикулярный плоскости движе-

ния точки. Так как вектор h  перпендикулярен движению точки  Vr , , то можно 

записать: 

ohhh  , 

и тогда приходим к соотношению (2.9). Записывая соотношение (2.9) в виде 

h
rdt

d
2

1


  и учитывая, что consth  , можем заключить, что при увеличении дли-

ны радиус-вектора точки, его угловая скорость уменьшается. Если учесть, что 

компонента скорости o

dt

d
rV 

   является трансверсальной компонентой (2.1), 

то можно записать следующую простую форму скалярного интеграла площа-

дей: 

hrV  .      (2.10) 

Последнее равенство можно рассматривать как взаимнооднозначное со-

отношение между длиной радиус-вектора точки и её трансверсальной скоро-

стью. 

Интеграл энергии. 

Умножим векторное уравнение (2.1) скалярно на 
dt

rd
V  : 

dt

rd
r

rdt

rd
V 

32

2   

или 
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




























rdt

dr

dt

d

r

V

dt

d 1

22

2

3

2
 , 

т.е. 

0
2

2













r

V

dt

d 

,
 

и тогда получаем: 

constc
r

V



2

2
. 

Иначе можно записать: 

const2
22  Hc
r

V
      (2.11)  

 – интеграл энергии.  

Из соотношения (2.11) следует, что в течение всего времени движения 

величины скорости и радиус-вектора находятся во взаимно однозначном соот-

ветствии. Чем больше удаляется точка от центра притяжения, тем меньше её 

скорость. 

 

Интегралы Лапласа. 

Вводим следующие обозначения: 

2222 zyxr  , 

Vrzzyyxx
dt

dz
z

dt

dy
y

dt

dx
x

dt

rd
rr   . 

Тогда: 

222 zyxzzyyxxr
dt

rd
 


. 

Подставив в последнее выражение вместо zyx  ,,  их значения из формул 

(2.2), а вместо квадрата скорости 2222 zyxV    его значение из интеграла 

энергии (2.11), получим: 

H
r

V
r

r 
 2 . 

Дифференцируя это выражение, получим: 
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32 r

r
r

rdt

dr

r
r





 , 

так как: 

  rrrVVrrVrrr r   cos  

или: 

0
32

2






r

r

dt

rd  .      (2.12) 

Уравнение (2.12) структурно похоже на уравнения (2.2). 

Умножим первое из уравнений (2.2) на r  , а уравнение (2.12) на x  и 

сложим результаты: 

  0 xrrx
dt

d
xrrx  . 

Аналогично получаются и другие уравнения: 

  0 yrzy
dt

d
yrzy  ; 

  0 zrrz
dt

d
zrrz  . 

Интегрирование этих уравнений дает интегралы Лапласа: 

1fxrrx   ;      (2.13) 

2fyrry   ;     (2.14) 

3fzrrz    .     (2.15) 

Интегралы Лапласа можно представить в другой форме, если перейти к 

координатам и составляющим скорости, используя формулы для r   и r  : 

    1fxyyxyzxxzz
r

x
  ;    (2.16) 

    2fyzzyzxyyxx
r

y
  ;    (2.17) 

    3fzxxzxyzzyy
r

z
  .    (2.18) 

Интегралы (2.16) – (2.18) эквивалентны одному векторному соотноше-

нию: 

frhV o   ,      (2.19) 
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где 

r

r
r o  , hVr  , kzjyixV   , kzjyixr  , kfjfiff 321  . 

Вектор f  называется вектором Лапласа. Вектор f  ортогонален вектор-

ной постоянной интеграла площадей h  и поэтому лежит в плоскости траекто-

рии точки. В этом легко убедиться, вычислив скалярное произведение: 

    0 hrhhVhrhVhf oo  . 

Равенство нулю скалярного произведения векторов свидетельствует об их 

перпендикулярности. 

Таким образом, для системы дифференциальных уравнений (2.2), которая 

имеет шестой порядок, получено семь первых интегралов и соответственно 

семь постоянных 321321 ,,,,,, fffHccc . У системы 6-го порядка независимых 

первых интегралов шесть. Поэтому между полученными интегралами суще-

ствует, по крайней мере, одна зависимость. Можно установить, что на самом 

деле таких зависимостей две: 

0332211  fcfcfcfh ,   (2.20 а) 

 2
3

2
2

2
1

22
3

2
2

2
1 cccHfff      (2.20 б) 

или 

222 Hhf   . 

Условие (2.20 а) следует из ортогональности векторов f  и h , а условие 

(2.20 б) показывает, что вектора f  и h  не могут быть одновременно равны ну-

лю. Используя соотношения (2.20) можно выразить любые две из семи посто-

янных в функции пяти остальных, которые остаются произвольными. Недоста-

ющий шестой интеграл может быть найден простой квадратурой. Действитель-

но, из уравнений (2.3) – (2.5), (2.11), (2.16) – (2.18) можно выразить любые пять 

из шести величин: zyxzyx  ,,,,,  через шестую (например, через x ): 

 3213211 ,,,,,,, fffHcccxy  , 

 3213212 ,,,,,,, fffHcccxz  , 

 3213213 ,,,,,,, fffHcccxx  ,    (2.21) 
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 3213214 ,,,,,,, fffHcccxy  , 

 3213215 ,,,,,,, fffHcccxz  . 

Берём любое из трех последних уравнений, например, уравнение для x : 

 3213213 ,,,,,,, fffHcccx
dt

dx
x  . 

Интегрируя это соотношение, найдем зависимость x  от независимой пе-

ременной t : 

   ct
fffHcccx

dx

3213213 ,,,,,,,
, 

где constc  – постоянная интегрирования. Вычисляя интеграл, найдем: 

 cfffHccctx ,,,,,,,, 3213211 . 

Подставляя это выражение в (2.21), получим: 

 cfffHccctx ,,,,,,,, 3213211 , 

 cfffHcccty ,,,,,,,, 3213212 , 

 cfffHccctz ,,,,,,,, 3213213 , 

 cfffHccctx ,,,,,,,, 3213214 ,   (2.22) 

 cfffHcccty ,,,,,,,, 3213215 , 

 cfffHccctz ,,,,,,,, 3213216 . 

Соотношения (2.22) дают общий интеграл системы уравнений (2.2). Пер-

вые три уравнения являются параметрическими уравнениями траектории КА, а 

последние определяют составляющие скорости для любого момента времени. 

Зная составляющие скорости, можно найти её величину 

222 zyxV   , 

и направляющие косинусы: 
V

z

V

y

V

x 
,,

 
вектора V . 

Произвольные постоянные 321321 ,,,,,,, fffHcccc  определяются из началь-

ных условий. Пусть в некоторый начальный момент времени 0t  (который в аст-

рономии называют эпохой), известны координаты и составляющие скорости 

КА: 0000000 ,,,,,, zyxzyxt  . 
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Постоянные интеграла площадей, найдем, подставляя соответствующие 

начальные значения в (2.3) – (2.5): 

00001 yzzyc   , 

00002 zxxzc   , 

00003 xyyxc   , 

2
3

2
2

2
1 ccch  . 

Направляющие косинусы плоскости орбиты: 

h

c1 , 
h

c2 , 
h

c3 . 

Постоянная энергии находится из выражения (2.11): 

0

2
0

2

r
VH


 , 

где 

2
0

2
0

2
0

2
0 zyxV   , 2

0
2

0
2

00 zyxr  . 

Постоянные Лапласа определяются из уравнений (2.13) – (2.15): 

00001 xrrxf   , 

00002 yrryf   , 

00003 zrrzf   , 

где 

0000000 zzyyxxr   , 

2
0

2
0

2
03

0

0
03

0

0
03

0

0
00 zyx

r

z
z

r

y
y

r

x
xr    , 

2
3

2
2

2
1 ffff  , 

направляющие косинусы вектора f : 

f

f1 , 
f

f2 , 
f

f3 . 

Произвольную постоянную «с» найдем из выражения: 

 321321030 ,,,,,,, fffHcccxtc  ,  

где 
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 
32132103

3 ,,,,,,,
)(

fffHcccx

dx


. 

 

2.3  Уравнение орбиты невозмущенного движения КА в полярных 

координатах 

Чтобы получить формулы (2.21) нужно разрешить уравнения (2.3) – (2.5), 

(2.11), (2.16) – (2.18) относительно пяти из шести неизвестных функций. Но эти 

уравнения являются уравнениями 2-ой степени относительно всех шести неиз-

вестных и содержат иррациональность, представляемую радиус-вектором. По-

этому непосредственное использование найденных соотношений затрудни-

тельно. Однако можно использовать выявленные ранее некоторые свойства. 

Ранее было показано (см. рис. 2.1), что траектория КА в инерциальной СК яв-

ляется плоской кривой. Поэтому, удобно перейти к полярной СК. В этой систе-

ме уравнением орбиты будет зависимость длины радиус-вектора точки от по-

лярного угла, измеренного в плоскости траектории. Такой угол удобно отсчи-

тывать от вектора Лапласа f , который принадлежит плоскости траектории. 

Этот угол называется в астрономии истинной аномалией и обозначается буквой 

  (греческая буква «ипсилон»). Итак, уравнение орбиты это зависимость 

)(rr  . Такую зависимость легко получить, используя векторную форму инте-

грала Лапласа (2.19). 

Умножим уравнение (2.19) скалярно на r . Учитывая, что: 

    2hhhhVrrrV  , 

получим: 

rfrrh o  2  

или: 

 cos2 frrh  , 

где   – угол между векторами f  и r . 

Далее получаем: 
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



cos1

2

f

h

r


 .      (2.23) 

Соотношение (2.23) есть полярное уравнение кривой второго порядка, 

один из фокусов которой находится в начале координат (в притягивающем цен-

тре), а главная ось совпадает с направлением вектора Лапласа. Ось орбиты в 

астрономии называется линией апсид. Введя обозначения: 



2h
p   – фокальный параметр, 


f

e   – эксцентриситет, перепишем уравнение (2.23): 

cos1 e

p
r


 .      (2.24) 

Это уравнение кривой конического сечения. Оно содержит две констан-

ты: p  и e , которые определяют размер и форму траектории. 

Размер орбиты определяется значением фокального параметра, а форма 

орбиты – значением эксцентриситета: 

При 0e  получаем окружность, 

1e  – параболу, 

1e  – эллипс, 

1e  – гиперболу. 

Главная ось, совпадающая с вектором Лапласа, является осью симметрии 

траектории и направлена в ближайшую точку от притягивающего центра (пе-

рицентр). Фокальный параметр определяет удаление КА от притягивающего 

центра. При  
2

  : 

pr 
2

 . 

Фокальный параметр и эксцентриситет выражаются через начальные 

условия следующими формулами (рис. 2.2): 



2h
p  , 
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  000 coscos^sin  VrrVVrrVVrh  , 

где   – угол между линией местного горизонта – перпендикуляром к радиус-

вектору r  и вектором скорости V . 


0

22
0

2
0 cosVr

p  ,     (2.25) 


f

e  , 

22 Hhf   , (см. 2.21) 

0

2
0

2

r
VH


 , 

2

0
22

0
2
0

0

2
0

2

2
cos

2

11






Vr
r

V
Hh

e










 .   (2.26) 

Таким образом, характер траектории зависит от начальных условий: 0r , 

0V , 0 . Используя уравнения (2.24) и (2.9) получим выражение для скорости и 

найдем время движения. 

 

2.4  Орбиты конического сечения 

Скорость КА в произвольной точке орбиты выразим через компоненты по 

осям полярной СК: радиальную rV  и трансверсальную тV  (рис. 2.2). Имеем: 

тVVV r  , где 
dt

dr
Vr  ,

dt

d
rV


т . Используя полярное уравнение орбиты, полу-

чим: 

dt

d

e

pe

dt

d

d

dr

dt

dr
Vr






 2)cos1(

sin


 . 

Из уравнения (2.9), принимая во внимание, что 
dt

d

dt

d 
 , найдем 

2r

h

dt

d


 . 

Учитывая (2.24), получим:  

 sinsin e
p

e
p

h
Vr    ph   –    (2.27) 

радиальная проекция скорости.  
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Далее находим тV : 

   
cos1cos1

2т e
p

e
p

h

r

h

r

h
r

dt

d
rV  –  (2.28) 

трансверсальная проекция скорости. 

Модуль скорости получим геометрическим суммированием rV  и тV : 


cos21 22

т
2 ee

p
VVV r  .   (2.29) 

Время полета можно найти, используя уравнение (2.9): 

h
dt

d
r

dt

d
r 

 22 . 

Используя уравнение траектории (2.24), можем записать: 

 
dt

e

d

h

p


 2

2

cos1 

 . 

После интегрирования получаем: 

 








0

2

2

cos1 e

d

h

p
t ,     (2.30) 

где  время прохождения КА через перицентр ( 0 ), ,t  – текущие зна-

чения времени и истинной аномалии. 

Установим связь между положением точки и её скоростью. Для этого 

наряду с полярной введем в рассмотрение декартову СК O  (рис. 2.2), плос-

кость  , которой совпадает с плоскостью траектории, а ось   направлена по 

вектору Лапласа, т.е. в перицентр. Используя формулы (2.27) и (2.28) легко 

можно получить: 

 


















 







r

Vr

e
hV

e

2

т
11

cos ,    (2.31) 

 Vr
er

Vr

e

hVr 





sin ,     (2.32) 

где cosrVhVr  ,   sinrVVr  , cosт VV  , sinVVr  . 

Формулы (2.31) и (2.32) служат для определения связи истинной анома-

лии с радиус-вектором и скоростью точки. Обозначим o , o , o  – орты соот-
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ветствующих осей (плоскость   совпадает с плоскостью траектории). Найдем 

выражения для этих ортов. 

Можно записать (рис. 2.2): 

oo rrr  sincos  .     (2.33) 

Откуда находим: 

oo

r

r 






cos

sin

cos
 .     (2.34) 

Скорость в произвольной точке: 

rr
dt

dr

dt

rdr

dt

rd
V r

o
o

  , 

где o
r    – угловая скорость вектора r , причем 

2r

h
 , а rrr o . Вычисляя 

векторное произведение тVrr  , находим: 

  sincos ooo
r

o
r r

h
rVVrVV  , 

где 
h

e

dt

dr
Vr

 sin
  и 





cos

sin

h

hrVV o
rro 

 . 

Подставляя полученное выражение o  в формулу (2.34) и учитывая, что 

ph  , получим: 

V
p

r
r

p

eo 


 sin
cos




 .    (2.35) 

Аналогично найдем: 

V
p

r
r

p
o


 cossin

 ,     (2.36) 

и, наконец: 

ooo   . 

Используя формулу (2.35) можно легко найти радиус-вектор перицентра 

траектории: 

0
пп rr  , где .

10п e

p
rr


   
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Теперь установим связь между значениями радиус-вектора 2r  и вектора 

скорости 2V  в точке с истинной аномалией 2  с соответствующими значениями 

1r , 1V , 1 . 

Для этого запишем: 

oo rrr  22222 sincos  . Орты o  и o  выразим по формулам (2.35) и 

(2.36), заменив в них ,,Vr  соответственно на 111 ,, Vr . 

В результате получим: 

     112
12

112
2

2 sincos11 V
p

rr
r

p

r
r 


 









 .   (2.37) 

Аналогично можно получить следующую формулу: 

          112
1

112
1

12
1

11
2 cos11sin

1
cos1 V

p

r
r

prpr

Vr
V





















  .

 (2.38) 

Формула (2.37) используется для определения скорости 1V  в начальной 

точке в зависимости от 1r , 2r  и угла между ними: 12   . Находим: 

 



















 1

2
2

21
1 cos11

sin
r

p

r
r

rr

p
V


.   (2.39) 

Аналогичным образом можно найти скорость 2V  в конечной точке: 

 



















 2

1
1

21
1 cos11

sin
r

p

r
r

rr

p
V


.   (2.40) 

Рассмотрим характерные орбиты космических ЛА. 

 

2.5 Эллиптические орбиты 

Как известно, при 10  e  уравнение (2.24) соответствует эллипсу, один 

из фокусов которого находится в центре притяжения (рис. 2.3). Точки 1F  и 2F  − 

фокусы эллипса, причем с гравитирующим центром совмещается фокус 1F . От 

вектора Лапласа f  отсчитывается истинная аномалия  , определяющая поло-

жение радиус-вектора. Точка орбиты с минимальным радиус-вектором называ-

ется перицентром и обозначается « п ». Перицентр соответствует нулевой ис-
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тинной аномалии, а радиус-вектор перицентра пr  направлен по вектору Лапла-

са. Из равенства (2.24) следует: 

e

p
rr


  1п  . 

Максимальное значение длины радиус-вектора достигается при   . Эта 

точка орбиты называется апоцентром и обозначается « а ». Радиус-вектор апо-

центра аr  определяется формулой: 

e

p
rr


  1а  . 

Линия АП, проходящая через апоцентр и перицентр называется линией 

апсид, а перицентр и апоцентр орбиты называются апсидными точками. При 

рассмотрении орбит спутников (естественных и искусственных) часто вводятся 

специальные термины для обозначения перицентров и апоцентров орбиты. Так, 

для орбит спутников Земли используются термины перигей и апогей. Для орбит 

спутников Солнца – перигелий и афелий. Для орбит спутников Луны – перисе-

лений и апоселений. Для орбит спутников звезды – периастр и апоастр. Фо-

кальный параметр « p » определяет удаление КА от притягивающего центра при 

2

  : 
2

 rp . Форма и размер эллиптической орбиты могут быть определены 

не только фокальным параметром и эксцентриситетом, но и любыми другими 

константами, по которым можно найти p  и e . Среди них уже встречавшиеся: 

Hfhrr ,,,, ап , а также большая « a » и малая «b » полуоси эллипса, фокальное рас-

стояние «с» (рис. 2.3). Из всех этих параметров независимыми являются два, а 

остальные можно найти по соотношениям. Приведём некоторые из этих соот-

ношений: 

21 e

p
a


 , 

21 e

p
b


 , 222 bac  , 

a

c
e  , 

a

b
p

2
 , 21 eab  , 

2

2
1


Hhf

e  ,  па2

1
rra  , 

a
H


 .    (2.41) 
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Последнее из соотношений выражает связь между константой энергии и 

величиной большой полуоси орбиты спутника. Для вывода этого соотношения 

используется константа энергии, вычисленная для перигейной точки: 

п

2
п

2

r
VH


 , 

а также соотношения: 

21 e

p
a


 , 

e

p
r




1п  и  e
p

V  1п
 , 

где 
0ï 




VV  – значение скорости в перицентре. Формула для скорости в произ-

вольной точке любой кривой конического сечения (2.29) была получена ранее. 

В приложениях часто используется другая формула для скорости КА, записан-

ная как функция большой полуоси эллипса и текущего радиуса орбиты. Ис-

пользуя соотношения: 

a
H


   и   

r
VH

22 
,
 

получим: 







 

ar
V

12 .     (2.42) 

Частным случаем эллиптической орбиты является круговая орбита. В 

круговом движении 0e , apr  . Тогда из формулы (2.42) находим начальную 

скорость, необходимую для полета по круговой орбите: 

0
кр0 r

VV


 .     (2.43) 

Условие 0e  на основании (2.26), с учетом (2.43) приводится к виду 

1cos2   или  ,00  … Скорость, определяемая формулой (2.43) называется 

круговой или первой космической скоростью. В точке с радиусом r  круговая 

скорость: 
r

VV I


кр . 
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При 3rr   получим круговую скорость на поверхности Земли. При 

63713 r  км, и 398600З   км/ 2c  получаем 91,7З IV  км/с. Аналогично для Вене-

ры: 25,7В IV  км/с,  для Марса 56,3М IV  км/с,  для Луны 91,7Л IV  км/с. 

При 1e  уравнение (2.24) дает параболу. На основании формулы (2.26) 

находим, что при этом должно быть: 0
2

0

2
0 

r
VH

 . Т.е. начальная скорость 

должна равняться параболической или 2-ой космической скорости: 

0
пар0

2

r
VV


 .     (2.44) 

В точке с радиусом r  параболическая скорость: 

r
VV II

2
пар  . 

Эта скорость называется также скоростью освобождения т.к. при дости-

жении такой скорости КА преодолевает поле тяготения. Значения параболиче-

ской скорости при плrr   (радиус планеты) для различных планет приводились 

ранее в табл. 1.2. 

Таким образом, если начальная скорость находится в пределах 

пар0кр VVV  , то КА будет совершать полёт по эллиптической орбите. Условие 

IIVVV  пар0  является необходимым и достаточным, а условие 0кр VVV I   только 

достаточным, так как полёт по эллиптической орбите возможен и при меньшей 

начальной скорости. Чтобы убедиться в этом представим выражение (2.42) с 

учетом формулы для 
r

VI


  в виде: 

a

r
VV I  2 . 

Отсюда следует, что скорость в перицентре орбиты, т.е. при парrr   боль-

ше первой космической, а в апоцентре меньше. Значит, при выводе КА в апо-

центр орбиты ему необходимо сообщить скорость, меньшую первой космиче-

ской. Минимальная начальная скорость min0V , обеспечивающая полёт по эллип-

тической орбите вокруг небесного тела потребуется в том случае, если КА вы-
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водится в апоцентр такой орбиты, которая касается своим перицентром поверх-

ности небесного тела. В этом случае (см. 2.42): 

пл0

пл0

па

па

rr

rr

rr

rr
e








  

и 

пл0

пл
min0

2

rr

r
VV I 

 . 

Следовательно, для полёта по эллиптической орбите вокруг небесного 

тела необходимо и достаточно выполнить условие: 

III VV
rr

r
V 

 0
пл0

пл2 .    (2.45) 

Необходимо отметить, что для небесного тела, имеющего атмосферу, при 

определении min0V  нужно в качестве плr  в условии (2.45) принимать не радиус 

этого небесного тела, а радиус эr  сферы, соответствующей границе эффектив-

ного торможения КА атмосферой. Выполненный выше анализ уравнения (2.24) 

и выражения (2.42) показывает, что в процессе полета КА по эллиптической 

орбите его высота над поверхностью небесного тела (расстояние от центра при-

тяжения) изменяется от минимального значения в перицентре до максимально-

го в апоцентре, а скорость – от максимальной в перицентре до минимальной в 

апоцентре.  

Заметим, что значения скоростей КА в перицентре и апоцентре эллипти-

ческой орбиты связаны «правилом рычага»:   

ппаа VzVz  .     (2.46) 

Это правило непосредственно вытекает из интеграла площадей. 

Движение по эллиптической орбите сопровождается периодическим пе-

рераспределением энергии, переходом кинетической энергии в перицентре в 

потенциальную в апоцентре, и наоборот. Полная энергия при этом остается 

неизменной. 

Время полета по эллиптической орбите можно найти из выражения (2.30): 

  







h e

d

h

p
t

2

2

cos1
. 
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С помощью замены переменной 
2


tgz   можно вычислить интеграл и по-

лучить зависимость t  от  . Однако этот путь приводит к громоздким фор-

мулам. К некоторому упрощению ведет использование вместо   другой пере-

менной, через которую   выражается достаточно просто. В эллиптическом 

движении такой переменной является эксцентрическая аномалия «Е»: 

e

eE
tgtg





1

1

22

 .      (2.47) 

На рис. 2.4 показана взаимосвязь истинной   и эксцентрической «Е» 

аномалий. 

После перехода к новой переменной и интегрирования (2.30), находим: 

MEeE  sin ,      (2.48) 

где )(  tnM  – средняя аномалия, а 
3a

n


  – среднее движение.  

Уравнение (2.48) называется вспомогательным уравнением Кеплера. Это 

уравнение связывает положение спутника на орбите со временем, прошедшим 

после прохождения перицентра. 

Важной характеристикой эллиптической орбиты является период обра-

щения – время полного оборота КА вокруг небесного тела.  

Пусть движение начинается из перицентра, т.е. 0 . В этот момент (рис. 

2.4) 0E . Через период T , совершив полный оборот, спутник опять приходит в 

перицентр и его эксцентрическая аномалия E  будет равна 2 . Из уравнения 

(2.48) следует nTe   2sin2 , откуда  


 3

2
2 a

n
T  .     (2.49) 

Таким образом, период обращения спутника зависит от большой полуоси 

его орбиты и не зависит от эксцентриситета. На основании формулы (2.49) лег-

ко получить математическое выражение 3-го закона Кеплера: 

const
a

a

T

T



 2

3
2

3
1

2
2

2
1 4 .    (2.50) 

Для круговой орбиты с радиусом apr  : 
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






 33

кр

22
22 ar

r

к

V

r
T  . 

Заметим, что идеальная круговая орбита практически не реализуется, од-

нако на практике достаточно часто встречаются эллиптические орбиты с очень 

малым эксцентриситетом, т.е. близкие к круговым. Для таких орбит уравнение 

(2.24) 
cos1 e

p
r


  разложением в ряд по степеням эксцентриситета « e » пред-

ставляется в виде:  

)cos1( epr  ,      (2.51)   

а время полета:   

  sin2
2

e
h

p
t  .     (2.52) 

Кроме того, в небесной механике широко используются следующие раз-

ложения, дающие явную зависимость параметров орбиты от времени: 

 
 







 







...2cos
2

5
cos21

...2cos2cos21

...2sincos1

...2sin
4

5
sin2

2

2

2

2

MeMen

MeMeVV

MeMear

MeMeM

Ia





,     (2.53) 

где 
a

VIa


  круговая скорость при ar  , )(  tnM  – средняя аномалия; 

a

V

a
n Ia

3

  – среднее движение (средняя угловая скорость обращения); 

2/32

2

3 )1(

)cos1(

e

e

adt

d





  – угловая скорость поворота радиус-вектора вокруг 

центра тяготения. 

Для орбит с эксцентриситетом порядка 0,1 в разложениях (2.53) можно 

ограничиться двумя первыми членами ряда (с погрешностью в несколько про-

центов). 
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2.6  Гиперболические орбиты 

Гиперболические орбиты являются орбитами небесных тел, способных 

преодолевать поле тяготения основного притягивающего центра. 

Гиперболическая орбита имеет место при 1e , т.е. (см. 2.26) при 

IIV
r

VV 
0

пар0
2 . 

Гипербола имеет две ветви (рис. 2.5). Чаще всего принято считать, что 

орбита является левой ветвью гиперболы. Перицентр достигается при 0  и 

лежит на линии апсид ПG. Расстояние от фокуса 1F  до перицентра  1п  ear . 

Скорость движения определяется формулами (2.27 – 2.29) при 1e  или по фор-

муле, аналогичной формуле (2.42): 







 

ar
V

12 .     (2.54) 

Фокальный параметр:  12  eap . 

Предельное значение истинной аномалии пр , отвечающее положению 

КА на бесконечности получается из полярного уравнения орбиты (2.24) при 

r : 

Имеем: 

e

r
r

p


cos . 

Откуда получаем  

er

1
coscos пр   .    (2.55). 

Так как по мере удаления КА от небесного тела касательная к гиперболи-

ческой орбите, определяющая направление скорости, приближается к асимпто-

те, последняя может использоваться на этом участке для определения направ-

ления скорости. Угол наклона асимптоты к линии апсид (рис. 2.5) определяется 

равенством: 
a

b
tg a  .  

С учетом формул:  
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apb  ; 
0

2
0

2

r
V

a
H


 ; 



2h
p   , 

находим  

IIa VV
h

r
V

h
tg  2

0
0

2
0

2





 .    (2.56) 

Из (2.56) следует, что при начальной скорости пар0 VVV II   угол a  близок 

к  . С увеличением 0V  угол a  уменьшается, приближаясь к 
2

 . Другими сло-

вами КА удаляется от небесного тела по более отвесной траектории. 

Время движения по гиперболической орбите определяется по формуле 

(2.30) при 1e  или по уравнению, аналогичному (2.48) 

  sh etn  æ − æ,     (2.57) 

где  время прохождения перицентра, 
3a

n


 , thæ/2
2

tg
1

1 




e

e , shæ и thæ – ги-

перболические синус и тангенс. Можно использовать также следующую фор-

мулу: 














 A

e

p

e

ep

e

p

t ln
1cos1

sin

1 22 


 ,   (2.58) 

где 

1

1

cos1

1sin
2

2








ee

ee
A


 . 

Если требуется найти время 
12  tt   перелета между двумя любыми точ-

ками орбиты, то записывая уравнение (2.57) для моментов 
1

t и 
2

t , получим  

  
12  ttn  æ 2−æ 1−(sh æ 2 −sh æ 1),   (2.59) 

при использовании формулы (2.58), аналогично найдем: 



















1

2

2
1

1

2

2
2

ln
1cos1

sin

cos1

sin

1
)(

12 A

A

e

p

e

ep

e

ep

e

p

ttt






 , (2.60) 

где 
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1

1

cos1

1sin
2

2








ee

ee
A

i

i
i 


   ( 2.1i ). 

Таким образом, в параграфах 2.4 и 2.5 рассмотрены основные типы орбит КА в 

задаче двух тел. 

 

 

ГЛАВА 3  СИСТЕМЫ КООРДИНАТ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ПРИ 

ОПИСАНИИ ДВИЖЕНИЯ КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ. СИСТЕМА 

КЕПЛЕРОВСКИХ (АСТРОНОМИЧЕСКИХ) ЭЛЕМЕНТОВ ОРБИТЫ 

 

3.1      Инерциальные системы координат 

При описании невозмущенного движения КА вводятся различные инер-

циальные системы координат (СК). 

Как известно, инерциальной называется такая прямоугольная декартовая 

СК, начало которой помещается в некоторой неподвижной точке пространства, 

либо перемещается с постоянной скоростью, а направление осей относительно 

звезд неизменно. Выбранные для изучения движения КА в инерциальных СК 

могут обладать известной неравномерностью, важно только, чтобы их ускоре-

ния были бы пренебрежимо малы по сравнению с ускорением КА. Поэтому в 

ряде случаев для анализа движения КА в качестве инерциальных СК рассмат-

риваются СК с центром в центре масс Солнца или какой-либо планеты, напри-

мер Земли. Название такой инерциальной СК связывается с названием того 

небесного тела, относительно которого ведется отсчет. В связи с этим рассмат-

ривают гелиоцентрические СК с началом в центре Солнца и планетоцентриче-

ские (геоцентрические) СК с началом в центре планеты (Земли). В соответствии 

с основной (опорной) плоскостью инерциальные СК делятся на экваториальные 

и эклиптические. Основной плоскостью в экваториальной СК является плос-

кость экватора планеты (Земли), а в эклиптической СК – плоскость эклиптики 

(плоскость орбиты Земли). Важной характеристикой системы координат явля-

ется основная (опорная) ось СК, которая обозначается буквой « x » и направля-
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ется в сторону точки весеннего равноденствия планеты (Земли) на небесной 

сфере. Эта точка обозначается символом « » и находится в созвездии «Овен». 

В астрономии небесная сфера определяется как сфера произвольного радиуса с 

центром в некоторой точке пространства. Различают геоцентрическую, плане-

тоцентрическую, гелиоцентрическую и другие небесные сферы в зависимости 

от того, будет ли центр небесной сферы помещен в центре Земли, Солнца, Лу-

ны и т.д. Если центр небесной сферы расположен на поверхности планеты, то 

небесная сфера называется топоцентрической. Точкой весеннего равноденствия 

называется точка на экваторе небесной сферы, в которой Солнце в процессе его 

видимого с планеты (Земля) годичного движения переходит из южной полу-

сферы в северную. Плоскость эклиптики пересекается с небесной сферой по 

большому кругу – эклиптике. Угол ε между плоскостями эклиптики и экватора 

Земли приближенно равен 23°27'08''. Эклиптика пересекается с экватором в 

точках весеннего и осеннего равноденствия. Первая из этих точек, в которой 

Солнце бывает в день весеннего равноденствия (22.03) обозначается, как это 

было указано выше, символом « », а другая – « ». Перейдем к рассмотрению 

конкретных инерциальных СК. 

а) Геоцентрические системы координат.   

К этой группе СК относятся системы координат, начала и оси которых, 

фиксированы по отношению к Земле. Среди этой группы СК рассмотрим гео-

центрическую экваториальную СК, геоцентрическую эклиптическую, геоцен-

трическую перицентральную (перигейную) СК. 

Геоцентрическая экваториальная система координат (рис. 3.1). 

Начало этой СК совпадает с центром Земли. Основная плоскость Oxy  

совпадает с плоскостью земного экватора, ось Oz  направлена по оси Земли к 

северному полюсу мира. Ось Ox  направлена в точку  и параллельна линии 

Земля – Солнце в день весеннего равноденствия. Отметим, что эта ось принад-

лежит плоскости эклиптики, т.к. в момент равноденствия Солнце находится над 

земным экватором и радиус-вектор Земля – Солнце принадлежит как плоскости 

экватора, так и плоскости эклиптики. Положение КА в геоцентрической эква-
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ториальной СК кроме прямоугольных декартовых координат zyx ,,  может опре-

деляться сферическими координатами  ,,r , где r  − радиус-вектор КА,   − 

угол между осью Ox  и проекцией радиус-вектора КА на плоскости экватора 

Земли (рис. 3.1). Угол « » называется склонением. Он изменяется в пределах 

22


 , причем считается положительным в северном полушарии небесной 

сферы. Угол   называется прямым восхождением. Этот угол измеряется в ча-

совой мере в пределах от h0  до h24 . (или в пределах   0 ). Положитель-

ные направления углов показаны на рис. 3.1. 

Заметим, что '   − геоцентрической широте. 

Геоцентрическую экваториальную СК Oxyz  используют для анализа дви-

жения искусственных спутников земли (ИСЗ), КА, осуществляющих перелеты 

между орбитами ИСЗ и межпланетных КА в окрестности Земли. 

С плоскостью идеальной орбиты связана перицентральная СК (перигей-

ная) O . Ось O  этой СК направлена в перицентр орбиты. Ориентация пери-

гейности СК O  относительно геоцентрической инерциальной СК показана 

на рис. 3.2. Линия ON  пересечения плоскости орбиты   с плоскостью эквато-

ра Земли xy называется линией узлов. Узлы орбиты это точки пересечения ли-

нии узлов с орбитой. Различают восходящий узел  и нисходящий . Восходя-

щий узел КА приходит, двигаясь из области отрицательных аппликат в область 

положительных. Противоположный узел называется нисходящим. 

Положение орбиты в пространстве определяется тремя углами ,, i  (рис. 

3.2) с помощью которых можно совместить перигейную СК с геоцентрической 

экваториальной. На этом же рисунке указаны угловые скорости соответствую-

щих поворотов  ,, i . Повороты производятся в порядке следования соответ-

ствующих угловых скоростей. Угол   (  20  ) называется долготой восхо-

дящего узла. Это угол, отсчитываемый в плоскости экватора против часовой 

стрелки, если смотреть с северного полюса, от направления в точку весеннего 

равноденствия до направления в восходящий узел орбиты. 
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Угол i    i0  определяет наклонение орбиты. Он отсчитывается про-

тив часовой стрелки, если смотреть со стороны восходящего узла, от плоскости 

экватора до плоскости орбиты. При 0i  орбита называется экваториальной 

(плоскость орбиты совпадает с плоскостью экватора), а при 
2


i  − полярной 

(плоскость орбиты проходит через полюсы). 

Угол     20   называется аргументом перигея. Это угол, отсчитыва-

емый в плоскости орбиты по направлению движения от направления в восхо-

дящий узел до направления в перигей. С учетом этого элемента в ряде задач для 

определения положения КА на орбите вместо истинной аномалии используется 

аргумент широты  u . 

Параметры ,, i , и введенные ранее элементы орбиты p (или «а»), e ,   

(или 0 ) называются кеплеровскими элементами орбиты. Таким образом, име-

ется шесть кеплеровских элементов. Их можно разделить на три группы: 1-я 

группа ,, i  характеризует положение орбиты КА в пространстве; 2-я группа 

p (или «а»), e  характеризует форму орбиты; 3-я группа   (или 0 ) характеризу-

ет положение КА на орбите в начальный момент времени. 

Геоцентрическая эклиптическая СК (рис. 3.3). 

эээ zyOx отличается от геоцентрической экваториальной СК расположением 

осей эOy  и эOz . Ее начало также находиться в центре Земли, оси эOx  и эOy  при-

надлежат плоскости эклиптики. Ось эOx  совпадает с осью Ox  геоцентрической 

экваториальной СК и, следовательно, направлена в точку весеннего равноден-

ствия . 

Оси эOy  и эOz  повернуты относительно осей Oy  и Oz  на угол ε, равный 

углу между плоскостью эклиптики и плоскостью земного экватора. Сфериче-

скими координатами КА в геоцентрической эклиптической СК являются  ,,r , 

где r  − радиус-вектор КА относительно центра Земли, 





 

22

  − астро-

номическая широта,   20   − астрономическая долгота. Положительные 
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направления углов   и   показаны на рис. 3.3. Рассматриваемая СК использу-

ется для описания движения небесных тел например, Луны и др. в околоземном 

пространстве. 

б) Гелиоцентрические системы координат. 

Среди этой группы систем координат наибольшее распространение имеет 

гелиоцентрическая эклиптическая система координат эээ ZYCX . Ее начало, т.С, 

располагается в центре Солнца. Оси эCX  и эCY  находятся в плоскости эклипти-

ки, причем ось эCX  направлена в точку весеннего равноденствия . Ось эCY  по-

лучается поворотом оси эCX  (в сторону орбитального движения Земли) против 

часовой стрелки (рис. 3.4). 

На этом рисунке показана часть орбиты Земли (т. О – центр Земли) отно-

сительно Солнца, а также связанные с Землей геоцентрические экваториальная 

Oxyz  и эклиптическая эээ zyOx  системы координат. Точка, в которой находится 

Земля в день весеннего равноденствия обозначена буквой В, а в день осеннего 

равноденствия – Д. Линия ВС направлена в созвездие «Овен» ( ). Оси эCX  и 

OxOxэ   параллельны между собой. 

В некоторых случаях оказывается целесообразным использование гелио-

центрической экваториальной СК CXYZ . Такая система отличается от гелиоцен-

трической эклиптической СК расположением осей CX  и CZ . Гелиоцентриче-

ские системы координат используются для анализа траекторий межпланетных 

перелетов КА и орбит небесных тел.  

 

3.2  Неинерциальные системы координат 

При решении многих задач космического полета требуется определить 

положение КА относительно Земли. Для этой цели используется гринвичская 

или географическая система координат ггг zyOx . Центр этой СК совпадает с цен-

тром Земли, ось гOz  направлена по оси вращения Земли к северному полюсу, а 

ось гOx  − в точку пересечения нулевого (гринвичского) меридиана с экватором 

(рис. 3.5). Система координат ггг zyOx  вращается относительно инерциальной 
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СК Oxyz с угловой скоростью вращения Земли З , совершая один оборот за 

звездные сутки. Звездными сутками в астрономии называется промежуток вре-

мени между двумя последовательными верхними кульминациями точки весен-

него равноденствия   в данном месте наблюдения. Звездные сутки короче сол-

нечных, которые определяются как промежуток времени между двумя последо-

вательными нижними кульминациями Солнца. За время звездных суток Земля 

поворачивается вокруг своей оси на 360°, в то время как за солнечные сутки – 

на ~361°. Поэтому солнечные сутки содержат 86400h, а звездные 86163h.  

Сферические координаты КА или земных объектов характеризуются гео-

центрической (географической) долготой ' , геоцентрической широтой  '  (  

− склонение) и длиной радиус-вектора r  (рис. 3.5). Ориентация гринвичской 

СК по отношению к геоцентрической экваториальной определяется углом '*  − 

географической долготой проекции точки весеннего равноденствия на поверх-

ность Земли, которая может быть найдена из равенства 

гр* 360' S , 

где грS  − гринвичское звездное время (находится по астрономическим справоч-

никам). 

С плоскостью траектории КА связана орбитальная система координат 

O2STW. Начало этой системы координат т. O2 совмещается с центром масс КА, 

поэтому СК O2STW является неинерциальной. Ось O2S этой системы координат 

(рис. 3.6) направлена по радиус-вектору КА, ось O2T направлена по трансверса-

ли к радиус-вектору в сторону движения КА и принадлежит к плоскости орби-

ты. Третья ось O2W дополняет СК O2STW до декартовой правой СК. Плоскость 

O2TW называется плоскостью местного горизонта. Относительно орбитальной 

СК обычно ориентируется связанная с КА система координат, которая исполь-

зуется при решении задач ориентации и стабилизации КА.  

Связанная система координат O2x1y1z1 (рис. 3.7) выбирается в форме, при-

нятой в динамике полета ЛА. Начало СК O2x1y1z1 − точка O2 совмещается с цен-

тром масс КА, ось O2x1 совпадает с осью КА и направлена от центра масс к но-
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сику. Плоскость O2x1y1 совпадает с плоскостью симметрии КА, а для осесим-

метричных КА – с некоторой фиксированной относительно КА плоскостью. Во 

вращательном движении КА относительно центра масс СК O2x1y1z1 имеет три 

степени свободы, определяемые эйлеровыми углами   (тета) – угол тангажа,   

− угол рыскания,   − угол крена (рис. 3.7). Угловая скорость КА относительно 

инерциальной СК определяется выражением: 

   0 ,      (3.1) 

где 0 - угловая скорость вращения радиус-вектора r  при движении КА по ор-

бите. 

 

3.3  Связь между системами координат, используемыми при описа-

нии движения КА. Основные формулы сферической тригонометрии. Таб-

лицы направляющих косинусов 

В параграфах 3.1 и 3.2 введены наиболее употребительные в космической 

баллистике системы координат и показано их взаимное расположение. При ре-

шении задач механики космического полета необходимо иметь аналитические 

зависимости между углами их ориентирующими. Для этой цели служат табли-

цы направляющих косинусов, при построении которых, а также при решении 

других задач находит применение математический аппарат сферической триго-

нометрии. Приведем основные формулы сферической тригонометрии. Пусть 

имеется некоторая сфера произвольного радиуса. Задачи сферической тригоно-

метрии связаны с решением треугольников, построенных на сфере. Под сфери-

ческим треугольником понимают часть сферы, ограниченную тремя дугами 

больших кругов, попарно соединяющими какие-либо три точки сферы (рис. 

3.8). Под большим кругом понимается окружность, центр которой совпадает с 

центром сферы. Дуги, соединяющие точки на сфере, называются сторонами 

сферического треугольника, а точки их пересечения – вершинами. Под углом 

сферического треугольника понимают угол между касательными, проведенны-

ми в вершине к сторонам треугольника. Стороны и углы сферического тре-
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угольника измеряются в градусной или часовой мере. Стороны и углы сфериче-

ского треугольника принято обозначать соответственно строчными и пропис-

ными буквами (рис. 3.8). Будем рассматривать только эйлеровские треугольни-

ки, у которых каждая из сторон не превосходит 180°. Сумма углов такого тре-

угольника заключается в пределах 180° − 540°, а сумма его сторон не превосхо-

дит 360°. 

Основные формулы [4]:  

Первая группа формул: 

Cbabac cossinsincoscoscos  − теорема косинусов,    (3.2) 

CbBc sinsinsinsin  −теорема синусов,      (3.3) 

CbabaAc coscossinsincoscossin  − формула пяти элементов.  (3.4) 

Остальные формулы этой группы получаются циклической перестанов-

кой букв. 

Вторая группа формул: 

cBABAC cossinsincoscoscos  , 

cBABACa coscossinsincossincos  .      (3.5) 

Остальные формулы этой группы получаются циклической перестанов-

кой букв. Если один из углов прямой, то сферический треугольник называется 

прямоугольным.  

Для соотношений, связывающих стороны и углы прямоугольного тре-

угольника, справедливо правило Непера. Пусть А – прямой угол. Расположим 

на окружности последовательно против часовой стрелки величины (рис. 3.8) b, 

c, 90°-B, 90°-a, 90°-C. Тогда синус любой их этих величин равен произведению 

тангенсов двух смежных с ней величин и в то же время он равен произведению 

косинусов несмежных с ней величин. При решении прямоугольных сфериче-

ских треугольников удобно также пользоваться формулами вида: 

.sinsinsin

,sincoscossin

,coscoscos

cCa

bcCa

cba





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Обратимся к таблицам направляющих косинусов. Матрица перехода 

между геоцентрической экваториальной Oxyz и перигейной O  СК на осно-

вании рис. 3.2 определяется следующей таблицей:  

Таблица 3.1 

      

x icossinsincoscos    icossincoscossin    sinsin i  

y icoscossinsincos    icoscoscossinsin     cossin i  

z sinsin i  isincos  icos  

 

Заметим, что если обозначить элементы 1-го столбца соответственно бук-

вами  ,  , , то соответствующие направляющие косинусы 2-го столбца будут 




d

d
' , 




d

d
' , 




d

d
' . 

Так как ось O2S орбитальной СК лежит в той же плоскости, что и ось O  

на угловом расстоянии  , то используя соотношение  u , где u – аргумент 

широты, запишем таблицу направляющих косинусов между системами коорди-

нат Oxyz и O2STW, аналогично табл. 3.1, с заменой « » на u. Получим табл. 3.2. 

Таблица 3.2 

 S T W 

x iuu cossinsincoscos   iuu cossincoscossin   sinsin i  

y iuu coscossinsincos   iuu coscoscossinsin    cossin i  

z ui sinsin  iusincos  icos  

 

Используя рис. 3.4, запишем таблицу направляющих косинусов между 

осями геоцентрических экваториальной Oxyz и эклиптической Oxэyэzэ систем 

координат. 

Таблица 3.3 

 xэ yэ zэ 

x 1 0 0 

y 0 cos sin  

z 0 sin  cos
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Переход от геоцентрической экваториальной Oxyz к гринвичской (гео-

графической) системе координат Oxгyгzг в соответствии с рис. 3.5 описывается 

следующей таблицей: 

Таблица 3.4 

 xг yг zг 

x 
*'cos  *'sin  0 

y 
*'sin  *'cos  0 

z 0 0 1 

 

Связанные оси O2x1y1z1 ориентированы по отношению к орбитальным 

O2STW, с помощью следующей таблицы, которая получается с помощью рис. 

3.7. 

Таблица 3.5 

 x1 y1 z1 

S  coscos   cossincoscossin    sincossinsincos   

T sin   coscos   cossin  

W  sincos   sinsincoscossin    sinsinsincoscos   

 

Каждая из таблиц 3.1 − 3.5 представляет собой ортогональную матрицу. 

Используя операции перемножения и обращения матриц можно установить 

связь любой пары из рассмотренных выше координатных систем. 

 

3.4  Координаты и составляющие скорости КА в инерциальной си-

стеме координат 

Запишем формулы для определения координат центра масс КА в геоцен-

трической экваториальной СК Oxyz. 

Используя табл. 3.1, получаем: 

),cos(),cos(),cos(  xxxx  , 

),cos(),cos(),cos(  yyyy  ,   (3.5) 

),cos(),cos(),cos(  zzzz  , 

где  cosr ,  sinr , 0  − координаты КА в СК O . 
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Подставляя значения направляющих косинусов и учитывая соотношение 

 u , найдем: 

)cossinsincos(cos iuurx  , 

)coscossinsin(cos iuury  ,    (3.6) 

iurz sinsin . 

Дифференцируя (3.6) и подставляя вместо r,   и r  их выражения 

cos1 e

p
r


 , 

2r

h
  и sin

p

eh
r   (cм. Гл. 2), получим: 

     iuueiuue
p

h
x cossincoscossincos1cossinsincoscossin   , 

     iuueiuue
p

h
y coscoscossinsincos1coscossinsincossin   ,(3.7) 

  iueiue
p

h
z sincoscos1sinsinsin   . 

Используя табл. 3.3 можно найти координаты КА в геоцентрической эклипти-

ческой СК Oxэyэ zэ: 

xx э ; 

 sincosэ zyy  ; 

 cossinэ zyz  ,        (3.8) 

где x, y, z – определяются формулами (3.6). 

Кеплеровские элементы  , i ,  могут быть выражены через постоянные 

интегралов площадей Лапласа следующими формулами [17]: 

d

C1sin  ; 
d

C2cos  ; di sin ; 
d

C
i 3cos  ;    

fd

f3sin  ; 
fd

CffC 2121cos


 ; 
2

1
2

31



















h

C
d  . . .   ,   (3.9) 

где iC , )3,2,1( ifi  − проекции векторов ),,( 321 CCCh  и ),,( 321 ffff  на оси x, y, z СК 

Oxyz. 

Соотношения (3.6), (3.7) отражают зависимость координат и составляю-

щих скорости в инерциальной системе от времени (ввиду зависимости истин-

ной аномалии   от t) и шести кеплеровских элементов:  , i ,  , p, l,  . 
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ГЛАВА 4 ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ОРБИТ 

КОСМИЧЕСКИХ АППАРАТОВ 

 

На этапе проектных исследований поиск номинальной (желаемой) траек-

тории КА можно свести к решению двух задач: 

1. Заданы начальные условия движения. Требуется определить траекто-

рию КА. Далее можно анализировать, удовлетворяет ли эта траектория задан-

ным конечным условиям. 

2. Заданы начальное и конечное положения КА. 

Требуется найти траекторию, обеспечивающую перевод КА из начально-

го положения в конечное при выполнении некоторых условий и ограничений. 

Эта задача соответствует, например, поиску межпланетных траекторий переле-

та, когда известны взаимное положение планет старта и цели на начальный и 

конечный моменты времени. 

Рассмотрим некоторые их этих задач. 

 

4.1  Определение параметров орбиты по положению и скорости в 

начальный момент времени 

Рассматривается следующая задача. 

Пусть для некоторого начального момента времени t0 заданы координаты 

и составляющие скорости в инерциальной СК Oxyz: x0 , y0 , z0 , 0x , 0y , 0z . Требу-

ется определить кеплеровские элементы орбиты:  , i ,  , p (или a), e,  . 

Решение поставленной задачи проводим, используя формулы невозму-

щенного движения, приведенные в гл. 2 и 3. Рассмотрим случай эллиптической 

траектории. 

Прежде всего, используя формулу (2.42): 





 

ar
V

12 , найдем большую 

полуось эллипса: 



2
0

0

21 V

ra
 ,      (4.1) 
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где 2
0

2
0

2
00 zyxr  ,  2

0
2
0

2
0

2
0 zyxV   . 

Далее обратимся к формулам 2.3 − 2.5 интеграла площадей и таблице 

направляющих косинусов (табл. 3.1). Учитывая, что 
0

hh  , где 
0

  − орт оси   

перигейной СК O  из табл. 3.1 найдем (см. 3-ий столбец табл. 3.1): 

 sinsin1 ihhC x , 

 cossin2 ihhC y ,     (4.2) 

ihhC z cos3  ,   

где pCCCh  2
3

2
2

2
1 . 

Теперь применим формулы 2.3 − 2.5 к начальной точке: 

 sinsin0000 ipyzzy  , 

 cossin0000 ipzxxz  ,    (4.3) 

ipxyyx cos0000   . 

В системе (4.3) левые части заданы по условию задачи. 

Решая систему (4.3) находим p, i,   : 






0000

0000tg
zxxz

yzzy




, 

i
xyyx

yzzy
i 







0000

0000

sin

1
tg




,    (4.4) 

 200002cos

1
xyyx

i
p  


. 

Из формулы  21 eap   находим эксцентриситет e: 

a

p
e  1 .      (4.5) 

Для нахождения истинной аномалии 0  используем формулы (2.27) для 

радиальной компоненты скорости: 
sine

p
rVr   . Откуда получаем  

000
1

sin 


  r
p

e
 ,     (4.6) 

где  000000
0

0
1

zzyyxx
r

r   . 



 56

Для определения аргумента перицентра  : 00   u  при известном из 

(4.6) 0  необходимо найти аргумент широты в начальный момент времени: 0u . 

Из 3-го уравнения системы (3.6): iurz sinsin  находим  

0
0

0
0 sin

sin u
ir

z
u  .                 (4.7) 

Для нахождения времени   прохождения КА через перицентр определяем 

вначале эксцентрическую аномалию E0:    

0
00

1

1

22
tg E

e

e
tg

E






 .             (4.8) 

Затем находим среднюю аномалию эпохи: EeEM 000 sin , где 

  00 tnM ;   
3a

n


 . Тогда  

n

M
t 0
0  .       (4.9) 

Таким образом, поставленная задача решена. 

 

4.2 Определение параметров орбиты по двум фиксированным по-

ложениям и времени перелета методом Ламберта – Эйлера  

Предложенный во второй половине XVIII в. французским ученым Ж. 

Ламбертом метод был направлен на определение орбиты небесного тела по 

двум его положениям. В настоящее время метод Ламберта широко использует-

ся для определения орбит КА, если в качестве исходных данных рассматрива-

ются положения КА в начале и в конце полета, задаваемые радиус-векторами 

1r , 2r  и временем перелета t . Такие данные часто задаются, например, при 

расчете межпланетных траекторий КА. Система элементов 1r , 2r  и t  позволяет 

полностью определить форму и размеры орбиты, положение ее плоскости в 

пространстве и положение орбиты в этой плоскости. Однако получение кепле-

ровских элементов орбиты в этом случае связано с решением трансцендентных 

уравнений. 

Формула Ламберта основывается на аналитической зависимости для 

площади сектора, образованного радиус-векторами 1r и 2r . Из формулы (2.8): 
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at

dA
h 2  получаем thSA  2,12 , где 12 ttt  , AS 22,1   − удвоенная площадь секто-

ра, образованного векторами 1r и 2r . Отсюда, учитывая, что ph  , можем за-

писать:   

apa

Sa

p

S
t 2,12,1 2

3


  ,  

причем для эллипса: 

     sinsin1 22
2,1  eaS ,    (4.10) 

где a, e – большая полуось и эксцентриситет орбиты; 

  и   – вспомогательные углы, определяемые соотношениями: 

a

Srr

a

Srr

42
sin,

42
sin 212212 





 ,   (4.11) 

где S – длина хорды, соединяющей концы радиус-векторов 1r и 2r . 

Длина хорды S в зависимости от 1r и 2r , а также угла перелета 12  Ф  

определяется по формуле:  

ФrrrrS cos2 21
2

2
2

1  .     (4.12) 

Значения углов 
2

  и 
2

  зависят от взаимного расположения векторов 1r , 2r  

и фокусов F1 и F2 эллиптической орбиты. В прикладных исследованиях обычно 

рассматриваются случаи, когда сегмент не содержит второго фокуса F2 (рис. 

4.1). В этом случае в формуле (4.10) при Ф>180° (случай “a”) берется знак “+”, 

а при Ф<180° (случай “б”) – знак “–”. 

Величины   и  однозначно определяются формулами (4.11). При этом 

 0 ,  0 . 

Используя (4.10), легко получить формулу Ламберта для эллипса. 

    


sinsin
2
3

элл 
a

t .    (4.13) 

Для гиперболической орбиты формула Ламберта имеет вид: 

      Фsign
a

t sinshsh
3

гип 


  ,   (4.14) 
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где 
a

Srr

42
sh 21 


 ,  

a

Srr

4
sh 21 

 , а   













.0sin  ïðè  1

,0sin  ïðè  0  

,0sin  ïðè  1

sin

Ô

Ô

Ô

Ôsign   

Для параболической орбиты время перелета выражается уравнением Эй-

лера [17]: 

     







 ФsignSrrSrrt sin

6

1
2

3

212

3

21пар 
 . (4.15) 

Таким образом, для того чтобы найти траекторию перелета между 

начальным 1r и конечным 2r радиус-векторами за заданное время 12 ttt   фор-

мулу Ламберта следует рассматривать как уравнение относительно большой 

полуоси “а”. При этом сначала следует определить тип орбиты перелета. Оче-

видно, при одних и тех же граничных условиях 1r и 2r  имеет место неравенство: 

гипt < парt < эллt . Поэтому для определения типа орбиты достаточно по формуле 

(4.15) вычислить парt . Если заданное t  удовлетворяет неравенству t < парt , то 

перелет может быть реализован только по эллиптической орбите. Таким обра-

зом, если t > парt , уравнение (4.13) следует рассматривать как уравнение отно-

сительно большой полуоси “a”, причем эта переменная входит в (4.13) как 

непосредственно, так и через )(a   и )(a  . В результате относительно “a” 

имеем трансцендентное уравнение, для решения которого используются совре-

менные вычислительные итерационные процедуры. Эти процедуры часто осно-

вываются на стандартном обеспечении ЭВМ. В первом приближении можно 

при итерационном процессе положить  21
)1(

2

1
rraa  . 

Определение большой полуоси “a” является первым этапом расчета орби-

ты методом Ламберта. Далее определяем фокальный параметр “p”, эксцентри-

ситет “e” и истинную аномалию в начальной точке 1 , используя полярное 

уравнение орбиты: 

1
1 cos1 e

p
r


 ; 

)cos(1 1
2 Фe

p
r





;  
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 21 eap   1,, ep  .    (4.16) 

Для решения задачи определения остальных элементов орбиты достаточ-

но найти вектор скорости в начальной точке орбиты 1V , т.е. свести эту задачу к 

ранее решенной задаче определения орбиты по начальным значениям 1r и 1V . 

Для скорости 1V  используем выражение (2.39)  

 
















 1

2
2

21
1 cos11

sin
rФ

p

r
r

Фrr

p
V


, 

откуда зная  ),,( 1111 zyxr , ),,( 2222 zyxr  найдем  1111 ,, zyxV  . 

 

4.3 Круговые орбиты 

На космический аппарат действуют поля тяготения различных тел сол-

нечной системы, и все они влияют на характер орбиты. Возникает вопрос: ко-

гда движение КА можно рассматривать в рамках ограниченной задачи двух тел. 

Для решения этой задачи наибольшее распространение получило понятие сфе-

ры действия. Рассмотрим случай, когда на движение КА оказывают влияние 

гравитационные поля Земли (малого тела) и Солнца (большого тела). Поля тя-

готения малого и большого небесных тел не только действуют на КА, но и друг 

на друга (рис. 4.2). На рис. 4.2: m – масса КА, mЗ – масса Земли, mС – масса 

Солнца. Остальные обозначения ясны из рисунка. На основании закона все-

мирного тяготения можно записать следующие соотношения: 

КС

КС

С

3

2

б r
r

mk
a   − гравитационное ускорение, действующее на КА со сторо-

ны большого тела (Солнца); 

r
r

mk
a

3

З

2

м   − гравитационное ускорение, действующее на КА со сторо-

ны малого тела (Земли); 

ЗС

ЗС

С

3

2

бм r
r

mk
a   − гравитационное ускорение, действующее со стороны 

большого тела на малое; 
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ЗС3

ЗС

З

2

мб r
r

mk
a   − гравитационное ускорение, действующее со стороны ма-

лого тела на большое. 

Если рассматривать движение КА в системе координат, связанной с ма-

лым телом, то траектория его невозмущенного движения определяется ускоре-

нием мa . 

Большое тело будет оказывать возмущающее действие бммвб aaФ  . Сте-

пень возмущающего воздействия большого тела на движение КА относительно 

малого тела будет зависеть от отношения: 
м

бмб

м

вб

a

aa

a

Ф 
 . 

Если рассматривать движение КА в СК, связанной с большим небесным 

телом, то возмущающее воздействие будет оказывать малое тело. При этом 

возмущающее ускорение будет равно мбмвм aaФ  . Соответствующая степень 

воздействия определяется аналогично предыдущему случаю как 
б

мбм

б

вм

a

aa

a

Ф 
 . 

Сферой действия малого небесного тела по отношению к большому 

небесному телу называют границу области, в пределах которой степень возму-

щающего воздействия большого тела на движение КА в СК, связанной с малым 

телом меньше, чем степень возмущающего воздействия малого тела на движе-

ние КА в СК, связанной с большим телом. Уравнение сферы действия опреде-

ляется равенством: 

б

мбм

м

бмб

a

aa

a

aa 



.     (4.17) 

Решение этого уравнения позволяет найти радиус сферы действия *R : 

5/2

б

м








 m

m
LR ,      (4.18) 

где ЗСrL  . 

Для Земли радиус сферы действия *R =0,93 млн. км, для Венеры *R =0,62 

млн. км, для Марса *R =0,58 млн. км, для Луны *R =0,066 млн. км. 
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ГЛАВА 5  ВОЗМУЩЕННОЕ ДВИЖЕНИЕ 

Описание и изучение орбит КА на основе решения ограниченной задачи 

двух тел является лишь первым этапом при определении реальных движений 

тел любой природы. В реальном полете на КА, помимо силы тяготения Земли 

(при движении в сфере действия Земли) действует ряд других сил, которые 

нужно учитывать как возмущающие факторы. К этим возмущающим факторам 

относятся: гравитационные силы, связанные с нецентральностью гравитацион-

ного поля Земли; силы притяжения Луны, Солнца, других планет Солнечной 

системы; аэродинамические силы; давление солнечного света; силы от дей-

ствия электромагнитного поля Земли и другие факторы. 

Все отмеченные факторы приводят к отклонению траектории КА от 

кеплеровской (идеальной) орбиты. Правда, эти отклонения невелики ввиду от-

носительной малости возмущающих сил. Движение КА с учетом возмущающих 

факторов будем называть возмущенным. Если рассматривать небольшие участ-

ки траектории КА, то возмущения орбиты, как правило, малы и их можно не 

учитывать. Однако ряд возмущений имеют тенденцию накапливаться во время 

полета, что постепенно приводит к значительному отклонению элементов ор-

биты от их первоначальных значений. Такие возмущения орбиты принято 

называть вековыми возмущениями орбиты. Вековые возмущения свойственны 

эллиптическим орбитам, так как полет по ним может продолжаться в течение 

длительного времени. Гиперболические орбиты возмущаются незначительно, 

если не считать участков полета, находящихся на больших удалениях от Земли, 

когда начинает сказываться притяжение со стороны Солнца. 

 

5.1  Общая характеристика возмущений и возмущенного движения 

Для описания движения КА в задаче двух тел использовалась система 

дифференциальных уравнений (2.1) или (2.2). Гравитационное ускорение, вхо-

дящее в правую часть (2.1) будем называть основным ускорением при исследо-

вании возмущенного движения КА и обозначим r
r

a
3


 . Таким образом, не-
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возмущенное движение описывается векторным дифференциальным уравнени-

ем: 

a
dt

rd


2

2

.       (5.1) 

В возмущенном движении учитываются эффекты от возмущающих фак-

торов. Если обозначить q вектор суммарного возмущающего ускорения, то 

возмущенное движение описывается системой: 

qa
dt

rd


2

2

,       (5.2) 

),,();,,();,,( zyxzyx qqqqqaaaaazyxrr  . 

В настоящем разделе исследуются такие траектории КА, на которых воз-

мущающее ускорение существенно меньше основного: aq  . При этом реше-

ние задачи двух тел (невозмущенное движение) может рассматриваться в каче-

стве первого приближения для возмущенного движения. Для создания полной 

модели возмущенного движения обратимся к описанию возмущающих ускоре-

ний, входящих в q . 

 

5.1.1  Нецентральность гравитационного поля Земли 

При решении ограниченной задачи двух тел Земля представляется шаром 

со сферическим распределением плотности. В действительности (см. гл. 1) 

Земля представляет собой неоднородное тело вращения, имеющее сложную 

конфигурацию поверхности. Потенциальная функция поля тяготения такого те-

ла приближенно описывается формулой (1.2). Если рассматривать фигуру Зем-

ли как сжатый сфероид, что оказывается достаточным для решения большин-

ства практических задач, то можно использовать формулу (1.3): 

 1'sin3
3

2
3

ЗЗ  


rr
U . 

Используя формулы сферической тригонометрии (3.2 – 3.5) для геоцен-

трической широты   получаем выражение: 

iu sinsinsin  , 
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где u  – аргумент широты, а i  – наклонение орбиты. Обозначая  З , получа-

ем для потенциала от эффекта сжатия земного сфероида следующее выраже-

ние: 







 

3

1
sinsin 22

3сж iu
r

U
  .     (5.3) 

Для того чтобы найти проекцию гравитационного ускорения от сжатия 

земного эллипсоида на какое-либо направление достаточно найти производную 

от потенциала (5.3) по этому направлению. Нас в дальнейшем будут интересо-

вать направления, задаваемые орбитальной системой координат S,T,W. Поэтому 

находим: 
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


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   (5.4) 

При необходимости можно найти проекции возмущающего ускорения на 

другие направления, воспользовавшись связью между соответствующими си-

стемами координат (таблицами направляющих косинусов). 

 

5.1.2  Возмущения, вызванные сопротивлением атмосферы Земли 

На высотах более 150 − 200 км атмосфера Земли сильно разрежена и по-

этому оказывает малое сопротивление движущемуся КА. Но поскольку сила 

сопротивления является постоянно действующей силой, то она может значи-

тельно изменить элементы орбиты. 

Аэродинамические силы определяются величиной и ориентацией вектора 

воздушной скорости КА: атв VVV  , где V  − скорость движения КА (путевая 

скорость), атV  − скорость движения атмосферы за счет вращения ее вместе с 

Землей. Скорость атV  направлена вдоль параллели на восток и определяется 

формулой:  

  cosЗат rV ,      (5.5) 
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где З  − угловая скорость вращения Земли около своей оси, r − радиус-вектор 

КА относительно центра Земли,   − геоцентрическая широта точки орбиты, в 

которой находится КА. 

Выражение для вектора возмущающего аэродинамического ускорения 

имеет вид: 

в

в
2

вм

2 V

V

m

VSC

m

X
q x
а


 ,     (5.6) 

где xC  − коэффициент лобового сопротивления, мS  − площадь миделевого се-

чения, m − масса КА,   − плотность атмосферы. 

Для нахождения проекций вектора аq нужно знать проекции вектора воз-

душной скорости вV  на соответствующие оси СК. В первом приближении, учи-

тывая, что влияние вращения атмосферы не превышает 5% влияния полного 

сопротивления на движение КА, полагают 0ат V . Тогда VV в . Запишем выра-

жения для проекций вектора аq  на оси орбитальной СК STW. Обозначим 

2
м2

1
VSC

m
q xа  . Тогда (рис. 5.1): 

V

V
qqTq T

aVaaаT  cos ,     (5.7) 

V

V
qqSq r

aVaaаS  sin .    (5.8) 

Принимая во внимание формулы (2.27) − (2.29) для rV , VVT ,  получаем: 

2cos21

cos1

ee

e
qTq aaаT









, 

2cos21

sin

ee

eq
Sq a

aaS
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
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


.    )8.5(   

В рассматриваемом приближении 0 aaW Wq . Если обозначить 
m

SC
b x м  − 

баллистический коэффициент, то получим: 

uirVbWVVbSVVbT araTa cossin
2

1
,

2

1
,

2

1
Ç  ,                  (5.9) 

где  
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,  

причем пr  − радиус перигея, пТV  − значение скорости в перигее 

( 0;
ïïï  rÒ VVV ). 

Как видно из формул, баллистические коэффициенты b  и b  отличаются 

множителем 









п

пЗ1
ТV

r
. Это различие не является существенным, так как 

aa TS  . Что касается компоненты aW , то в отличие от aT  боковая составляю-

щая aW  имеет периодический характер (зависит от cosu). Ее влияние на движе-

ние КА незначительно. Поэтому обычно принимают 0aW . Для проведения 

расчетов в формулы (5.9) нужно подставить rV , VVT ,  из формул (2.27) − (2.29). 

 

5.1.3   Возмущающее действие на КА со стороны Луны и Солнца. Огра-

ниченная задача трех тел и ее прикладные аспекты 

Рассмотрим возможный подход к анализу гравитационного возмущения 

на движение КА со стороны Луны, Солнца или любого другого небесного тела. 

Частично эта задача рассматривалась при выводе формулы для радиуса сферы 

действия (см. параграф 4.3). Пусть рассматривается движение КА с малой (не-

гравитирующей) массой m в системе гравитирующих масс mM 1  и mM 2 . О 

соотношении масс 1M  и 2M  никаких предположений не делается. Такая задача 

получила название ограниченной задачи трех тел. Решение этой задачи потре-

бовалось в связи с реализацией в 60-е годы лунной программы и полетов Земля 

− Луна − Земля. В качестве рассматриваемых трех тел принимались КА, Земля, 

Луна. Эта задача получила специальное название − ограниченная задача трех 

тел, впервые ее сформулировал Л. Эйлер в 1772 г. Дальнейшие упрощения дан-

ной задачи позволили получить интересные качественные результаты. Делают-

ся два допущения: 

1) притягивающее тело с меньшей массой движется относительно тела 

с большой массой по круговой орбите; 
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2) движение всех трех тел происходит в одной плоскости. Такая упро-

щенная задача называется ограниченной круговой задачей трех тел. Массу 

каждого из тел считаем сосредоточенной в его центре масс, что позволяет рас-

сматривать движение материальных точек. При этом материальные точки, со-

ответствующие Луне и Земле, будут двигаться по известным кеплеровским ор-

битам вокруг общего центра тяжести (барицентра) с равными периодами, опре-

деляемыми формулой 


 

3

2
a

T  , но величина   в этой формуле имеет вид 

)( 21
2 MMk  , а под a

  − понимается сумма полуосей обеих орбит. Барицентр 

располагается на линии, соединяющей центры обоих тел, на расстоянии 4670 

км от центра Земли. 

Для оценки возмущающего влияния массы 2M  (Луны) обратимся к сле-

дующей схеме (рис. 5.2). На этом рисунке XYZОи  − некоторая инерциальная СК. 

Остальные обозначения ясны из приведенного выше текста. Описание движе-

ния массы m (КА) относительно гравитирующей массы 1M  (Земли) сводится к 

составлению дифференциального уравнения относительно радиус-вектора: 

11 RR  .     (5.10) 

Дифференцируя дважды левую и правую часть (5.10), получаем: 
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
.      (5.11) 

Ускорение КА в инерционном пространстве: 
2

2

dt

Rd  с учетом действия на 

КА сил притяжения масс 1M  и 2M  определяется выражением (5.12): 

23
2

2
13

1

1
2

2










dt

Rd ,     (5.12) 

где 2
2

21
2

1 , MkMk    − гравитационные параметры тел соответственно с 

массами 1M  и 2M . Ускорение гравитирующей массы 1M  в инерционном про-

странстве под действием гравитирующей массы 2M : 

123
12

2
2

1
2

R
Rdt

Rd 
 .     (5.13) 
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Используя (5.11) − (5.13), получим: 

123
12

2
23
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1
2

1
2

R
Rdt

d 
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
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



 .     (5.14) 

Первое слагаемое в правой части формулы (5.14) определяет ускорение 

КА в задаче двух тел ( 1M , m). Это ускорение было названо выше основным и 

имело обозначение а . В данном случае обозначим его буквой 1а . Индекс “1” 

подчеркивает, что основное ускорение рассматривается в задаче двух тел ( 1M , 

m), а не тел ( 2M , m). Два последних слагаемых в (5.14) определяют возмущаю-

щее ускорение 1q  в задаче двух тел ( 1M , m). Это возмущающее ускорение мож-

но рассматривать как разность двух ускорений: 

111 cbq  ,    (5.15) 

где 23
2

1 



b  − ускорение, которое имеет КА в ограниченной задаче двух тел 

( 2M , m); 123
12

2
1 R

R
с


  − ускорение, которое имеет масса 1M  в ограниченной зада-

че двух тел ( 2M , 1M ), если массу 1M  считать негравитирующей. Таким образом, 

возмущающее ускорение, действующее на КА, совершающего полет в окрест-

ности Земли от Луны, Солнца или любого другого небесного тела равно разно-

сти влияний на КА и Землю со стороны возмущающего тела. С учетом сделан-

ных обозначений уравнение (5.14) перепишем в виде: 

112
1

2

qa
dt

d



.     (5.16) 

Воспользуемся выведенным выражением для определения возмущающе-

го ускорения, действующего на КА со стороны Луны. Примем допущения в 

рамках ограниченной круговой задачи трех тел. Дополнительно предположим, 

что орбита КА с точностью до возмущений круговая. Оценим возмущающее 

ускорение Луны в нескольких точках орбиты КА (спутник Земли). Рассматри-

ваем точки 54321 ,,,, ААААА  (рис. 5.3). Ускорение с  во всех точках одинаково по 

величине и направлению. Вектор b зависит от положения КА на орбите. Вычи-

тание векторов проиллюстрировано в нижней части рис. 5.3. Наибольшая вели-
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чина возмущающего ускорения 1q  достигается в точке 1А , так как для этой точ-

ки модуль вектора 2  наименьший, а вектора b  и с  в этой точке коллинеарны. 

Таким образом, получаем: 

  
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
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


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
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2
12

2
112

Л1
11

1 RR
q A


 , 

где 12R  − расстояние Земля − Луна ( кмR 384400ср12  ), ИСЗ1 r  − радиус круговой 

орбиты ИСЗ, 
2

3

Л
2

Л
сек

км
4890 Mk ,  2Л MM  , Л  − гравитационный па-

раметр Луны. 

Некоторые числовые оценки величины возмущающего ускорения Луны 

на движение КА представлены в табл. 5.1. 

Таблица 5.1 

]км[ИСЗ1 r  

 

6600 

 

7000 8000 100000 

]см/сек[ 2
1 1Aq  1,17·10-4 1,24·10-4 1,42·10-4 

 

2,75·10-3 

 

 

Анализ данных табл. 5.1 показывает, что величина возмущающего уско-

рения от Луны для низких спутников мала. Она существенно меньше ускорения 

от нецентральности гравитационного поля Земли и сопротивления атмосферы 

Земли. 

Оценим влияние притяжения Солнца на движение КА в рамках ограни-

ченной задачи трех тел. Эту оценку будем производить так же как и ранее по 

формуле (5.15). Но при этом нужно учитывать, что, так как Солнце находится 

далеко от Земли (см. табл. 1.1), радиус-вектор Земля − Солнце ( 12R ) и радиус-

вектор Солнце − КА ( 2 ) направлены по одной прямой в разные стороны. При 

этом слагаемые ускорения b  и с  в (5.15) будут коллинеарны во всех точках ор-

биты КА (ИСЗ). На рис. 5.4 показана эпюра возмущающего солнечного ускоре-

ния на орбите ИСЗ в случае, когда Солнце находится в плоскости орбиты ИСЗ. 

Максимальное возмущающее ускорение действует на ИСЗ, находящийся в точ-



 69

ке 1А . Вектор этого ускорения направлен от Земли радиально вверх. В точках 

2A  и 4A  возмущающее ускорение равно нулю. В точке 3A  возмущающее уско-

рение несколько меньше ускорения в точке 1A  и направлено так же радиально. 

Если плоскость орбиты ИСЗ перпендикулярна направлению Земля − Солнце, то 

из (5.15) следует, что возмущающее солнечное ускорение будет равно нулю во 

всех точках орбиты ИСЗ. Численные оценки величин возмущающих солнечных 

ускорений показывают, что они меньше лунных примерно в 2,2 раза. Так для 

орбиты ИСЗ радиусом 100000 км, для случая, когда Солнце находится в плос-

кости орбиты КА, возмущающее ускорение в точке 1А  (рис. 5.4) равно 

23см/сек1083,0  . 

Рассмотрим один прикладной аспект ограниченной круговой задачи трех 

тел. 

Для этого запишем уравнения плоского движения КА во вращающейся 

(неинерциальной) СК Cxyz с началом в барицентре т. “С” системы тел 1М  и 2М  

(рис. 5.5). Оси системы координат выберем следующим образом: ось Cx 

направлена по прямой, соединяющей 1М  и 2М  в сторону 2М . Ось Cz перпенди-

кулярна плоскости движения 1М  и 2М  и образует правую СК Cxyz. Введенная 

СК имеет угловую скорость   относительно оси Oz. Эта угловая скорость по-

стоянна и равна угловой скорости вращения точки 2М  (Луны) по отношению к 

точке 1М  (Земле). (Луна вращается около Земли по круговой орбите.) Во вве-

денной СК уравнения движения КА имеют вид: 
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    (5.17) 

где слагаемые с x  и y  являются компонентами ускорения Кориолиса, слагае-

мые с 2  − компонентами переносного ускорения, а 2211 , RxRx  . 

Введем в рассмотрение функцию следующего вида: 
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1
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
  yxU .     (5.18) 
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Тогда система (5.17) с помощью (5.18) запишется в виде:  

y

U
xy

x

U
yx








   2;2 .     (5.19) 

Уравнения (5.19) имеют первый интеграл, называемый интегралом Яко-

би. Этот интеграл легко получить: умножим первое уравнение системы (5.19) 

на x2 , второе − на y2  и произведем почленное сложение произведений. Полу-

чаем: 

  














 y
y

U
x

x

U
yyxx  22  или  

dt

dU
yx

dt

d
222   . 

Учитывая соотношение: 222 Vyx    − квадрат скорости КА во введенной 

СК (относительной скорости), окончательно получаем  

CUV  22 ,     (5.20) 

где С − константа интегрирования. Константу “С” можно определить по 

начальным условиям движения: начальной относительной скорости V КА и его 

начальному положению. Линия 0),(2 CyxU , определяющая область возмож-

ных положений КА, где он может находиться при V=0, называется линией Хил-

ла. Она отделяет часть пространства, куда КА, находящийся в поле тяготения 

двух гравитирующих центров, заведомо попасть не может. Действительно при 

движении КА имеет место неравенство 02 V , а значит и 022  CUV . В обла-

сти, где 02 CU  движение КА принципиально невозможно без увеличения 

энергии аппарата, например, с помощью включения двигателя. Точки вращаю-

щейся плоскости Cxy, в которых КА будет находиться неограниченно долго, 

если его начальная относительная скорость равна нулю, называются точками 

либрации или точками относительного равновесия. Для ограниченной задачи 

трех тел существует пять точек либрации. Три из них 321 ,, LLL  расположены на 

одной прямой, соединяющей гравитирующие тела 1М  и 2М (они называются 

коллинеарными). Две другие 54 , LL , так называемые треугольные точки либра-

ции, расположены в вершинах двух правильных треугольников, построенных 

на отрезке, соединяющем гравитирующие тела. На рис. 5.6 нанесены точки 

либрации. Для системы Земля − Луна в предположении о движении Луны (точ-
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ка 2А ) по окружности с радиусом 384400 км точки либрации характеризуются 

следующими расстояниями: 

êì.384400

;êì380000;êì65000;êì58000

525142411

312212





LALALALA

LALALA
 

Точки либрации являются частными решениями уравнений ограниченной 

круговой задачи трех тел (5.19). Можно показать, что треугольные точки либ-

рации при достаточно малых отношениях масс 
21

2

MM

M
K


 , (K<0,038), являют-

ся устойчивыми решениями системы (5.19) (или (5.17)) (для системы Земля − 

Луна K=1/82,35<0,038). Это означает, что если КА в начальный момент распо-

ложен достаточно близко к точке либрации, имеет достаточно малую относи-

тельную скорость, то с течением времени он останется внутри малой окрестно-

сти точки либрации. Коллинеарные точки либрации являются неустойчивыми, 

т.е. при любом сколь угодно малом отклонении КА от точки либрации, КА уда-

лится от этих точек на значительное расстояние. Результаты анализа устойчи-

вости треугольных точек либрации подтверждаются астрономическими наблю-

дениями. Вблизи этих точек обнаружены космические облака (облака Корде-

левского). Возможно, что в дальнейшем в этих точках будут размещены какие-

либо искусственные космические тела. 

 

5.1.4   Возмущения, вызванные давлением солнечных лучей 

Величина возмущающего ускорения сдq  от светового давления на КА 

определяется по формуле [6]: 

m

S
Kqq м

свсд  ,     (5.21) 

где m – масса КА, мS площадь миделевого сечения, свq  – сила солнечного дав-

ления, K – коэффициент, зависящий от характера отражения света и распреде-

ления теплового излучения по поверхности КА (K=1÷1.44). Сила солнечного 

давления определяется соотношением: 
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2

0 







r

r
qq l

св ,     (5.22) 

где 0q  – световое давление на удалении земной орбиты от Солнца, 

26
0 н/м10*64.4 q ; lr  – средний радиус орбиты Земли; r  – расстояние КА от 

Солнца. 

Вектор сдq  направлен по световому потоку. Точный расчет сил солнечно-

го давления провести весьма трудно, так как давление существенно зависит от 

состояния поверхности тела. Солнечное давление имеет смысл учитывать для 

орбит с высотой перигея выше 400 − 450 км, т.к. уже на высоте 400 км доля сил 

солнечного давления составляет 7 – 10% от сил сопротивления атмосферы. Обе 

силы становятся одинаковыми по величине на высоте 550 км. Особенно ярко 

проявляется давление солнечного света для легких спутников, двигающихся на 

больших высотах. Так, например, для спутника “Эхо” (сфера диаметром 30 м, 

весом 70,4 кг, запуск 12.08.60 г, США), имеющего почти круговую орбиту с 

высотой перигея 1500 км и апогея 1700 км, время существования, подсчитанное 

без учета светового давления составляет 20 лет, а с учетом − 1–2 года. За 60 

дней световое давление уменьшает высоту перигея на 350 км. 

Орбита вытягивается и постепенно перигей опускается в более плотные 

слои атмосферы, где из-за сопротивления воздуха спутник быстро снижается. 

 

5.1.5    Сравнение величин возмущающих ускорений от различных факто-

ров 

Оценки возмущающих ускорений, проводимые в различных случаях, за-

висят от большого числа факторов: размер и форма орбиты КА, положение 

плоскости орбиты в пространстве, положение Луны и Солнца по отношению к 

орбите и т.д. Сравнительную оценку возмущений в общем случае практически 

дать невозможно. Для частной оценки рассматривают только круговые орбиты 

ИСЗ. В этом случае на малых высотах (до h=150 км) определяющим возмуще-

нием является аэродинамическое торможение. На высотах 150−400 км необхо-

димо учитывать аэродинамические возмущения и возмущения, связанные с не-
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сферичностью формы Земли. На высотах 400 − 20000 км нужно, прежде всего, 

учитывать возмущения от нецентральности гравитационного поля Земли, а для 

высот h>700 км для легких ИСЗ еще и световое давление. На высотах 

20000−50000 км наряду с возмущениями от нецентральности гравитационного 

поля Земли нужно учитывать лунно-солнечные возмущения, действие которых 

становится превалирующим на высотах более 50000 км. 

 

5.2    Метод оскулирующих элементов 

Метод разработан Лагранжем и получил широкое распространение при 

исследовании возмущенного движения. Сущность метода заключается в том, 

что возмущенную (истинную) траекторию КА рассматривают как состоящую 

из последовательности невозмущенных траекторий с разными параметрами для 

каждого текущего момента времени. В итоге траектория возмущенного движе-

ния в каждый момент времени соприкасается с траекторией невозмущенного 

движения для этого же момента времени и представляет собой огибающую се-

мейства невозмущенных траекторий движения. Уравнения возмущенного дви-

жения в инерциальной СК Оxyz запишем на основании векторного уравнения 

(5.2) в следующем виде: 

zyx qzzqyyqxx  000 ;;  ,    (5.23) 

где 

303030 ;;
r

z
az

r

y
ay

r

x
ax zyx


   – составляющие ускорений 

невозмущенного движения, 

zyx qqq ,,  – составляющие ускорений от возмущающих сил. 

Будем считать zyx qqq ,, известными функциями времени t, координат x, y, 

z и составляющих скоростей zyx  ,,  (см. параграф 5.1): 
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Основная идея метода Лагранжа заключается в том, что решение уравне-

ний возмущенного движения (5.23) определяется теми же формулами (3.6), 

(3.7) что и решение уравнений невозмущенного движения, но величины кепле-

ровских элементов орбиты  ,,,,, pei  рассматриваются в этих формулах не как 

постоянные, а как некоторые функции времени, определяемые так, чтобы урав-

нения возмущенного движения удовлетворялись. С математической точки зре-

ния система (5.23) решается методом вариации произвольных постоянных. В 

результате осуществление идеи Лагранжа сводится к преобразованию перемен-

ных в уравнениях (5.23), причем формулами преобразования служат известные 

формулы невозмущенного движения. Производя в уравнениях (5.23) подста-

новку, определяемую формулами (3.6), (3.7) мы получим для новых известных 

функций – бывших постоянных  ,,,,, pei  систему дифференциальных уравне-

ний вида: 

 

 

 

 

 

 ,,,,,,

,,,,,,

,,,,,,
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dt
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
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








 ,     (5.24) 

где правые части являются известными функциями времени и всех элементов 

орбиты. Эти уравнения, как и уравнения (5.23) в конечном виде не интегриру-

ются. Преимущество их состоит в том, что при малых возмущающих силах но-

вые переменные  ,,,,, pei  изменяются мало и для решения системы (5.24) 

можно использовать метод итераций, а при использовании численных методов 

интегрирования это дает надежды на достаточно большой шаг интегрирования 

при достижении большой точности. Решение системы (5.24) для каждого мо-

мента времени дает шесть параметров, определяющих некоторую фиктивную, 

например, эллиптическую орбиту ("оскулирующий эллипс"). Если в данный 
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момент времени 1t  возмущающие силы перестанут действовать, то дальнейшее 

движение будет продолжаться по эллипсу, имеющему элементы 

)(),(),(),(),(),( 111111 ttitttetp    и касательному к реальной орбите в точке, где пре-

кратили свое действие возмущающие силы. Реальная орбита является огибаю-

щей таких эллипсов. Переменные элементы орбиты )(),(),(),(),(),( ttitttetp    назы-

ваются оскулирующими элементами. Координаты и скорости КА в инерциаль-

ной СК Oxyz рассчитываются по тем же формулам (3.6), (3.7), что и для невоз-

мущенного движения, но значение элементов  ,,,,, iep  , входящих в эти фор-

мулы, должны соответствовать данному моменту времени. Приступим к выво-

ду дифференциальных уравнений для оскулирующих элементов. Изложенный 

выше прямой путь использования метода Лагранжа приводит к громоздким вы-

числениям. Можно применить ряд способов, которые позволяют значительно 

проще получить искомые уравнения. Рассмотрим основную идею этих спосо-

бов. 

Пусть 

   0,,,,,,,,,,,,   iepzyxzyxtF   −    (5.25) 

есть какой-нибудь из первых интегралов уравнений невозмущенного движения, 

или соотношение, являющееся следствием из этих интегралов, где  ,,,,, iep   – 

элементы орбиты, сохраняющие в невозмущенном движении постоянные зна-

чения. Тогда в силу уравнений невозмущенного движения мы можем записать 

следующее тождество: 
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 ,   (5.26) 

где zyx azayax  000 ;;   – составляющие основного ускорения. 

По основной идее метода Лагранжа соотношение вида (5.25) является 

также интегралом системы (5.23), но все элементы орбиты  ,,,,, iep   должны 

рассматриваться как функции времени. Поэтому в силу уравнений возмущен-

ного движения (5.23) можно получить следующее тождество: 
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 (5.27) 

Но во всякий момент времени t координаты и скорость КА имеют одина-

ковые значения и для невозмущенного и для возмущенного движения, и, следо-

вательно, в момент времени t величины 000 ,,,,,,,,,,,, zyxzyx
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имеют в соотношениях (5.26) и (5.27) одинаковые значения. Тогда из (5.26) и 

(5.27) можно записать следующее тождество: 
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Тождество (5.28) называется основной операцией. Оно представляет со-

бой соотношение между производными от оскулирующих элементов, самими 

этими элементами, координатами, составляющими скорости и временем. 

Координаты и составляющие скорости можно исключить из (5.28) при 

помощи формул (3.6), (3.7), так что в результате (5.28) будет представлять со-

бой соотношение только между временем, оскулирующими элементами, и их 

первыми производными. Каждое такое соотношение линейно относительно 

производных от оскулирующих элементов. Поэтому, получив достаточное ко-

личество формул вида (5.28), можно выразить из них все шесть производных 

dt

d

dt

d 
...

  в зависимости от времени и самих оскулирующих элементов, что и 

приводит к системе (5.24). Естественно подбирать такие соотношения типа 

(5.25), которые содержат меньшее число из тринадцати величин – времени, ко-

ординат, составляющих скорости и оскулирующих элементов. Для большей 

простоты и наглядности получающихся уравнений вместо составляющих воз-

мущающего ускорения zyx qqq ,,  введем составляющие того же ускорения на оси 

орбитальной системы координат STWO2 , связанные с движущейся точкой (КА). 

При анализе возмущенного движения плоскость STO2  этой системы координат 

(гл. 3, табл. 3.2) будет совпадать с плоскостью, проходящей через текущий ра-

диус-вектор r  и вектор скорости V  в возмущенном движении. Эта плоскость 
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называется оскулирующей плоскостью. Ось WO2  перпендикулярна оскулиру-

ющей плоскости и направлена в сторону вектора h  интеграла площадей.  

Используя таблицу направляющих косинусов (табл. 3.2), можем записать 

следующие соотношения: 

,

,

,

WTSq

WTSq

WTSq

z

y

x











     (5.29) 

где S, T, W – составляющие возмущающего ускорения по осям WOTOSO 222 ,, , а 

буквами  ,,  обозначены направляющие косинусы соответственно 1-ой, 2-ой 

и 3-ей строк табл. 3.2. 

 

5.2.1 Вывод дифференциальных уравнений для оскулирующих элементов 

ip ,,  

Обратимся к интегралу площадей невозмущенного движения (2.3), (2.4), 

(2.5) и формулам (4.2). В результате можем записать следующие соотношения: 
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      (5.30) 

Применим к каждому из соотношений (5.30) основную операцию (5.28): 
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  (5.31) 

Разрешая уравнения (5.31) относительно производных от оскулирующих 

элементов pi,, , получим: 
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  (5.32) 
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Заменяя в формулах (5.32) координаты x ,y, z их выражениями из формул 

(3.6), а zyx qqq ,,  из формул (5.29) получим после всех возможных упрощений 

следующие уравнения: 
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 ,   (5.33) 

где S
p

SW
p

WT
p

T

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~
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~ . 

Уравнения для оскулирующих элементов  ,,e  можно получить, анали-

зируя другие первые интегралы уравнений невозмущенного движения. В ре-

зультате вместе с уравнениями (5.33) получим следующую систему: 
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где 
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а истинная аномалия   связана со временем “t” формулой (2.30) 

 






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e

d

h

p
t 


  ;

cos10
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На величины возмущающих ускорений S,T,W, входящих в уравнения 

(5.34) не наложено никаких ограничений. Если возмущающие ускорения S,T,W 

не зависят явно от времени t, то правые части уравнений (5.34) будут функция-

ми только от истинной аномалии и элементов орбиты. Поэтому в системе (5.34) 
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можно исключить время, приняв за независимую переменную  . Можно пока-

зать, что связь между   и “t” определяется соотношением: 
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Правая часть соотношения (5.35) также не зависит от “t”. 

Каждое из уравнений системы (5.34) разделим почленно на уравнение 

(5.35). Тогда получим: 
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где 
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Наряду с системой (5.36) в приложениях часто используется система 

уравнений при аргументе «u». Эту систему можно получить из системы (5.34), 

если воспользоваться связью между переменными t и u. Можно показать, что 

между этими переменными существует соотношение: 
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где 
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Разделив каждое из первых пяти уравнений системы (5.34) на уравнение 

(5.38), получим следующую систему для оскулирующих элементов  p, Ω, ί, ω, e. 
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Заметим, что уравнение (5.38) не есть уравнение для оскулирующего эле-

мента, поэтому уравнение 
p

jr

du

dt



2

  не включено в систему (5.39). Действи-

тельно, аргумент широты «u» монотонно изменяется и в невозмущенном дви-

жении (S=T=W=0) со скоростью 
2r

p
. Некоторые авторы [12] предлагают 

рассматривать вместо «u» мало меняющееся отклонение u  возмущенного «u» 

от его невозмущенного значения. Основное преимущество оскулирующих эле-

ментов – их малая изменяемость сохраняется. Запишем это уравнение. Имеем: 

 uuu  , где (u) – невозмущенное значение u. Тогда 
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 , где (p), (r) – невозмущенные значения параметра «p» и радиус-

вектора «r». Учитывая (5.38), окончательно запишем:  
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Учитывая (5.38) запишем уравнение (5.40) при аргументе «u»: 

 
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2

1
r
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p
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du

ud
 .      (5.41) 

Полученные уравнения для оскулирующих элементов интегрируются при 

известных начальных значениях шести элементов орбиты: p0, Ω0, i0, e0, ω0, 0u . 

Обратим внимание на то, что правые части всех записанных систем являются 
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линейными функциями от возмущающих ускорений. Если допустить, что воз-

мущения элементов орбиты от каждого возмущающего фактора малы, то мож-

но не учитывать интерференционного воздействия возмущающих факторов 

между собой на больших отрезках времени. Таким образом, оказывается допу-

стимым рассматривать в отдельности каждый из возмущающих факторов, а 

общее возмущающее воздействие определять как сумму отдельных возмущаю-

щих воздействий. При малых значениях эксцентриситета «e» (случай околокру-

говых орбит), 4-е и 5-е уравнения системы (5.34) (и соответственно других си-

стем) целесообразно заменить следующими уравнениями, исключающими осо-

бенность e=0: 
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где  sin1 l ;  cos2 l  ; 2
2

2
1  e ; 

2

1




 tg .  

Уравнения (5.42) и (5.43) легко выводятся путем дифференцирования вы-

ражений для λ1 и λ2 и подстановки производных 
dt

de , 
dt

d  из соответствующих 

уравнений системы (5.34). 

Уравнения (5.42) и (5.43) можно использовать для расчета орбит с любы-

ми эксцентриситетами «e» (не обязательно близкими к нулю).  

 

5.3 Общий подход к оценке изменений оскулирующих элементов 

Ранее было отмечено, что основную роль в отклонениях реальной орбиты 

КА от идеальной играют нарастающие вековые возмущения, которые могут 

быть весьма значительными для эллиптических орбит КА, то есть орбит спут-

ников. Однако в некоторых случаях представляет интерес также оценка перио-

дических возмущений орбиты КА.   

Удобные приближенные формулы, позволяющие быстро проводить каче-

ственный анализ, не прибегая к ЭВМ, были получены с помощью систем (5.34) 
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− (5.39), применяя классические методы небесной механики. Точность этих 

формул достаточна не только для качественного анализа, но и во многих случа-

ях для определения орбит по результатам измерений. Общую идею одного из 

используемых методов можно назвать идеей конечных разностей. Поясним эту 

идею. Рассмотрим один из элементов оскулирующей орбиты Ej. Уравнение для 

этого элемента, полученное в параграфе 5.2, имеет вид: 

  WTStEEf
dt

dE
j

j ,,,,,... 61  .    (5.44) 

Приращение этого элемента орбиты за виток траектории 
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1

1

,,,,,... 61 ,  (5.45) 

где t1 – начальный момент времени, T – период обращения спутника. Оскули-

рующие элементы E1…E6, входящие в подынтегральное выражение, можно 

считать постоянными, соответствующими начальному моменту времени t1. Ин-

теграл в (5.45) может быть вычислен, если возмущающие ускорения S, T, W вы-

ражены через время и элементы орбиты. 

В ряде случаев это удается сделать и в результате получить аналитиче-

скую запись приращения элемента орбиты за виток траектории: 

  61 ,...EEqE jj    j=1…6.    (5.47)  

Далее можно организовать итерационный процесс: jjj EEE  0  и уточнить по-

лученные значения jE . Чтобы не возникало дополнительных трудностей с 

нахождением периода T, входящего в (5.45) обычно используют систему урав-

нений при аргументе «u» (5.39). 

Используя изложенный общий подход, перейдем к анализу влияния от-

дельных возмущающих факторов. 

 

5.4 Возмущения орбит, вызываемые нецентральностью поля тяготения 

Земли 

Возмущающие ускорения от эффекта сжатия земного эллипсоида опреде-

ляются формулами (5.4): 
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Для исследования влияния возмущений, задаваемых в форме (5.4) используется 

система дифференциальных уравнений для оскулирующих элементов при ар-

гументе «u» (5.39). Подстановка возмущающих ускорений S1, T1, W1 в систему 

(5.39) приводит к системе (5.48): 
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Для любых орбит множитель   никогда не отклоняется от единицы более 

чем на ≈0,003. Такого же порядка ошибки могут произойти вследствие осред-

нения значений оскулирующих элементов Ω… . Поэтому не имеет смысла 

усложнять задачу учетом  , несмотря на то, что в первом приближении этот 

множитель нетрудно учесть. Примем  =1 за исключением случаев, оговорен-

ных особо. 

При интегрировании 1-го, 3-го, 5-го уравнений за один оборот ИСЗ (в 

пределах от «u0» до u0+2 ) получаем, что вековые уходы элементов p, i, e в 

первом приближении отсутствуют. Указанные элементы подвержены только 
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периодическим возмущениям. Например, для параметра орбиты «p» из 1-го 

уравнения системы (5.48) при  =1 получаем: 
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Но   u , причем ω=const на витке. Поэтому 
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Таким образом, фокальный параметр орбиты спутника не имеет вековых 

возмущений из-за нецентральности гравитационного поля Земли, принимаемой 

сжатым сфероидом. В течение одного оборота вокруг Земли он (с точностью до 

эксцентриситета «е») испытывает два полных колебания с амплитудой 

p

i
Ap 

 2sin
 . Амплитуда равна нулю для экваториальных орбит (pэкв=const, i=0) и 

имеет максимум для полярных ( 2i ): 
p

Ap 


max . Поскольку 78,66432

 , а 

6550min p  км, то максимальное значение амплитуды для всех орбит 10max pA  

км. 

Периодическое возмущение эксцентриситета «е» имеет более сложный 

характер и может быть найдено из 5-го уравнения системы (5.48). 
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Формула (5.51) показывает, что вековые отклонения отсутствуют. Перио-

дические колебания (с точностью до «е») происходят с периодом, равным пе-

риоду обращения спутника вокруг Земли (две гармоники), и с периодом втрое 

меньшим. 

Амплитуда колебаний зависит от i и от ω. 

Чем меньше значение эксцентриситета, тем относительно больше он ко-

леблется. При е≈0,001633 изменения эксцентриситета в течение одного оборота 

могут достигать 100%. 

Для расчета возмущения полуоси эллипса «a» можно воспользоваться 

формулой, которая получается из соотношения  21 eap  : 
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В скобках – невозмущенные значения элементов.  

Из третьего уравнения системы (5.48) находим возмущение наклонения 

орбиты спутника: 
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  (5.53) 

  iii  . 

Наклонение орбиты в первом приближении, как и параметр орбиты «p» 

не имеет вековых возмущений. За один оборот параметр «i» так же, как и «p», 

совершает (с точностью до «e») два полных колебания с амплитудой 
24

sin

p

i
Ap 


 . 

Максимальные значения амплитуды, достигаемые при i=450 или 1350 – 

0004,0
4 2max 

p
Ai 

  соответствуют максимальному отклонению спутника в бо-

ковом направлении за счет i: 

0,0004r=0,0004·6550=2,6 км. 
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Возмущения долготы восходящего узла Ω и аргумента перигея ω кроме 

периодических имеют вековые уходы. Интегрирование 2-го уравнения системы 

(5.48) в пределах одного витка приводит к следующему выражению: 
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  (5.54) 

    ,           

т.е. узел в первом приближении испытывает вековое возмущение, пропорцио-

нальное косинусу угла наклонения и обратно пропорциональное квадрату па-

раметра орбиты. За один виток орбиты долгота восходящего узла уменьшается 

на величину i
p

cos
2

2
 . Максимальные уходы Ω соответствуют орбитам, близким 

к экваториальным ( 0i ; i ). Для полярной орбиты долгота восходящего узла 

не имеет вековых возмущений. Периодические возмущения линии узлов имеют 

второй порядок малости по отношению к вековым возмущениям, поэтому гра-

фик функции  uf  (по крайней мере, за один виток) представляет собой 

почти прямую линию. Для прямых спутников, имеющих 
2


i , узел двигается в 

сторону обратную возрастанию Ω (к западу), для обратных спутников (
2


i ) – 

сторону возрастания Ω (к востоку). Это движение определяет поворот плоско-

сти орбиты вокруг оси Земли и называется прецессией узла орбиты. Прецессия 

узла орбиты (прецессия орбиты) иллюстрируется рис. 5.7. Прецессия достигает 

заметных величин. Так, например, для ИСЗ типа «Восток» суточная прецессия 

достигает 40. 

Возмущение аргумента перицентра ω определяется из 4-го уравнения си-

стемы (5.48). Интегрирование этого уравнения в пределах одного витка спутни-

ка приводит к соотношению: 
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Коэффициенты D4, D5, D6, D7, D8 были определены в (5.51). Т.е. в первом при-

ближении перигей под влиянием сжатия Земли имеет вековой уход, определяе-

мый формулой (5.55). 

Основные периодические члены аргумента перигея колеблются так же, 

как и периодические члены эксцентриситета, но со сдвигом фазы на 
2

 . Из 

формулы (5.55) следует, что при увеличении «p» вековой уход ω уменьшается. 

Это находится в соответствии с законом изменения величины возмущающего 

ускорения. Действительно, чем дальше от Земли, тем менее заметна неправиль-

ность ее формы. 

Для полярной орбиты (
2


i ) вековое возмущение ω за один виток 2  

составляет примерно 4,50. Для орбит с наклонением i=63026' имеет место 

02  , что весьма важно при реализации орбит ИСЗ, для которых по условиям 

эксплуатации требуется обеспечить постоянство положения апоцентра орбиты. 

Это необходимо, в частности, для нормального функционирования ИСЗ типа 

«Молния». Орбита таких спутников имеет наклонение порядка 630, т.е. апо-

центр располагается в северном полушарии. 



 88

Знак приращения δω зависит от наклонения орбиты i. Если i<63026’ или 

i>116034’, то δω>0. Это значит, что линия апсид вращается в ту же сторону, в 

которую вращается спутник. Если 63026'<i<116034', то δω<0, т.е. линия апсид 

вращается в сторону, противоположную вращению спутника. За виток траекто-

рии максимальное смещение линии апсид равно: 
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Это соответствует почти 200 суточного возмущения линии апсид.  

Запишем итоговые равенства для вековых уходов элементов орбиты ИСЗ 

от сжатия земного эллипсоида за один виток: 
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Система уравнений (5.56) дает возможность исследовать вековые уходы 

оскулирующих элементов по виткам орбиты ИСЗ. Для получения полного воз-

мущения элементов Ω и ω достаточно умножить правую часть (не изменяющу-

юся от витка к витку траектории) на количество витков N. 

Таким образом, получены формулы учитывающие сжатие земного сферо-

ида для элементов эллиптических орбит p, Ω, i, ω, e в зависимости от аргумента 

широты u. 
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       (5.57) 

В этих формулах в скобках – невозмущенные элементы орбиты, а значения 

ilp  ,,,,  как функции «u» определены выше. 

Для данного значения u и соответствующих ему элементов орбиты, рас-

считанных по этим формулам, можно вычислить координаты x, y, z и скорости 
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zyx  ,,  (см. параграфы 3.6 и 3.7). При этом ошибка в координатах не должна 

превышать нескольких десятков метров. 

Используя уравнения для λ1 и λ2 легко получить формулы, пригодные для 

орбит, близких к круговым (k=sin2i) [12]: 
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Элементы λ1, λ2 вычисляются по формулам   111   ;   222   , где 

(λ1), (λ2) – их невозмущенные значения:       sin1 e ;       cos2 e . 

Если в формулах для δΩ, δi, δp подставить 2
2

2
1  e , 

2
2

2
1

1sin





 , 

2
2

2
1

2cos





 , то можно выразить эти возмущения через λ1 и λ2: 
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
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 


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 ;  (5.60) 
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
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




 



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  uuuuu

p

i
p 3cos

3

1
cos3sin

3

1
sin2cos
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21

2




 .   (5.62) 

В случае круговых орбит (λ1=λ2=0) из соотношений (5.58) – (5.62) получа-

ем: (к=sin2i); (p=r) 
















  uiui

p
3sinsin

12

7
sinsin

4

7
1 22

21 
 ;     (5.63) 
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




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
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

  uiui

r
3cossin

12

7
sinsin

4

5
1 22

22 
 ;     (5.64) 







  uu

r

i
2sin

2

1cos
2кр 

 ;        (5.65) 

u
r

i
i 2cos

4

2cos
2кр 

  ;         (5.66) 

u
r

i
p 2cos

sin2

кр 
  .         (5.67) 

Здесь r – радиус невозмущенной круговой орбиты. 

Следует отметить, что изменение оскулирующих элементов в возмущен-

ном движении приводит к возмущению радиуса орбиты, а, следовательно, и 

высоты полета спутника. Эти возмущения таковы, что происходит как бы ча-

стичное «отслеживание» высотой полета поверхности Земли, при этом спутник 

«поднимается» над экваториальными областями и как бы «проседает» над по-

люсами. Возмущения радиус-вектора можно определить по формуле: 

 
         r

uuee

pp
r 








8cos1

,     (5.68) 

где    
      


ue

p
r

cos1
 (в скобках – невозмущенные значения). 

Очевидно: 

         
 

 
21

1

2
,

E
tg

e

e
tgu





 , 

                   02

3

000 sinsinsin ttaEeEeEEeE   , 

где t0 – начальный момент времени; (E0) – начальное значение эксцентрической 

аномалии (невозмущенной) uu  , соответствующее величине t0 (определяется 

уравнением 5.41). 

Высота полета h=r–R, где  uiaR 22 sinsin1   – радиус Земли, a  – радиус 

экватора, 
3,298

1
  – сжатие Земли. Максимальное изменение радиуса орбиты, 

из-за эффекта сжатия Земли, рассчитанное по формуле (5.68), не превышает 200 

м. 
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Отклонение времени полета 

Расчет времени в зависимости от действия возмущающих факторов про-

водится на основании уравнения (5.38), которое перепишем в виде: 

p

jr

du

dt



2

 ,       (5.70) 

где 
13

sinctg1














 uWi

p

r
j


. Заменяя W по формуле (5.4): ui

r
WW sin2sin

41


  и инте-

грируя (5.70) получим: 













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u ui
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dur
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1



.     (5.71) 

В случае невозмущенного движения ε=0, p= const, e= const, поэтому для 

времени полета получаем известное уравнение Кеплера (см. выше): 

 0
2

3

00 sinsin ttaEeEEeE 


 .    (5.72) 

Различия во времени t, подсчитанном по формулам (5.71) и (5.72) состав-

ляет несколько секунд на виток. Для орбит с небольшими эксцентриситетами, 

но при e≠0 на основании формул (5.70) и (5.71) можно получить конечную 

формулу для расчета времени. Разложив в ряд по ω, p, e, ε1 









 ui

pr
22

1 sincos
2


  формулу (5.70) и оставив только линейные члены, полу-

чим (отбросив невозмущенную часть du
dt ): 
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 . (5.73) 

Далее, заменим pp  , ee  ,    их значениями из формул (5.50), 

(5.51), (5.55), учтем, что  


cos1
cos1

ep
e

p
r 


  и отбросим члены, содержащие 

e2. 

Интегрируя получившееся после указанных подстановок уравнение (5.73) 

получим: 
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   
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   ; (к=sin2u).           (5.74) 

Для больших значений «e» можно также получить расчетную формулу, если 

выражение (5.71) представить следующим образом: 
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где 
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Значения элементов орбиты p, e, ω берем невозмущенные, т.е. (p), (e), (ω). 

Заменяя в формуле (5.75) величины pp  , ee  ,    из (5.50), (5.51) и 

(5.55) соответственно, после интегрирования имеем: 
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кeeкeeкS , (к=sin2i). 

Остальные коэффициенты Si, а также Di приведены выше. 

В формулах (5.74) и (5.76) рассчитывается дополнительное время, кото-

рое затрачивает спутник на полет от точки u0, (если u 0=0, то от экватора), до 

точки с аргументом широты «u» по сравнению со временем полета по невоз-

мущенной орбите. Полное время полета будет равно (5.77): ttt  , где  tt   – 

время полета по невозмущенной орбите. 



 93

Если в формулу (5.76) подставить 2u , то дополнительное время полета 

на витке орбиты (вековой член) будет равно при u0 =0: 
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,   

(5.77)  

где E0 – значение эксцентрической аномалии, соответствующее u0=0: 

21

1
20


tg

e

e
arctgE




 . 

Подставляя в формулу (5.74) 2u  и u0=0 и выделяя соответствующий вековой 

член, получим: 

    


 cos1cos51cos4
2 22  iei

p
T .    (5.78) 

Величина δT, полученная по формуле (5.77) или (5.78) представляет со-

бой разность между драконическим периодом обращения спутника и периодом 

обращения по невозмущенной орбите. Драконическим периодом обращения Tд 

называется время между двумя последовательными прохождениями спутником 

плоскости экватора 

TTT д ,       (5.79) 

где  2

3
2

aT



  − период для невозмущенной орбиты, а δT, найденная по форму-

лам (5.77) или (5.78), определяет приращение периода за счет сжатия земного 

сфероида. Если в формуле (5.78) пренебречь членами порядка «e», то прирав-

нивая скобку (4cos2i–1) нулю, найдем наклонение орбиты «i» при котором 

0T , т.е. Tд=T: 4cos2i–1=0; 5,0cos i ; i=600 или 1200. 

Подсчет возмущения периода T  на витке круговой орбиты малой вы-

соты с r=6600 км и наклонением i≈0 приводит к результату: 

  36,241cos4
2 2  i

p
T


  сек. 
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Период невозмущенной орбиты такого спутника T равен 5333,4 сек ≈ 90 

мин. Таким образом, возмущение периода составляет 0,45% от периода невоз-

мущенной орбиты. На больших временных интервалах такое малое возмущение 

приходится учитывать.  

Заметим, что если производить расчет драконического периода с точно-

стью до 1 j , как это делалось при анализе вековых уходов оскулирующих 

элементов, то получим: 
    



 



2

0

2

0
2

22

д
cos1

T
uep

dujp
du

p

jr
T , если j=1. Т.е. при 

j=1 драконический период будет равен периоду обращения спутника в невоз-

мущенном движении: 



2

3

2
a

TTд  , где 
21 e

p
a


 . 

Так как фокальный параметр «p» и эксцентриситет «e» не имеют вековых 

уходов, то и большая полуось «a» также не имеет вековых уходов и с точно-

стью до j=1 можно утверждать, что драконический период спутника для случая 

действия возмущения от сжатия Земли постоянен. Однако ранее мы показали, 

что такое рассмотрение является недостаточным, особенно для продолжитель-

ных интервалов времени движения спутника. 

 

5.5. Возмущения, вызываемые сопротивлением атмосферы 

В соответствии с рассмотренной в параграфе 5.1 моделью возмущающего 

ускорения, вызванного аэродинамическими силами, проекции возмущающего 

ускорения определяются формулами (5.8’) или в более сложном варианте (5.9). 

Будем использовать формулы (5.8’): 

Ta VVbTT 
2

1
 ; ra VVbSS 

2

1
 ; 0aW . 

Для использования влияния атмосферы эти ускорения нужно подставить 

в одну из приведенных выше систем уравнений для оскулирующих элементов 

орбиты. Воспользуемся системой (5.39) при аргументе «u». В этом случае при 

принятой модели возмущения (5.8’) будем иметь (j=1): 
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1) 3r
VVb

du

dp T




 ; 

2) ]cos1sin[
2

2

TTr V
p

er

p

r
VV

Vrb

du

de









 




;     (5.80) 

3) 















 




sin1cos
2

2

p

r
VV

l

Vrb

du

d
Tr . 

0


du

d ,    0
du

di ,          
cos1 e

p
r


 . 

Третье уравнение системы (5.80), определяющее изменение аргумента 

перицентра можно не рассматривать, т.к. внутри витка ω меняется слабо. Тогда 

можно принять ω=const и  ddddu  . Подставляя значения Vr, VT, V из 

формул (2.27) – (2.29) и интегрируя в пределах одного витка, можем записать 

следующие уравнения: 

 








d

e

ee
bpp 






2

0
2

2
2

cos1

cos21
; 

 
 








d

e

eee
bpe 






2

0
2

2

cos1

coscos21
.   (5.81) 

Полученные приращения оскулирующих элементов p и e в пределах одного 

витка могут быть приняты, как указывалось выше, за производные от этих эле-

ментов по числу оборотов N: 

dN

dp
p  ; 

dN

de
e  . 

Приращения других элементов орбиты, зависящих только от «p», «e» 

можно определить по известным формулам эллиптической теории. Например, 

приращения (или производные по числу витков N) большой полуоси «a», пери-

ода i, а также высот перигея и апогея rП и rА рассчитываются по формулам, 

приведенным ниже: 

Т.к. 
21 e

p
a


 ,  




2

3

2
a

T  ,  
e

p
rп 


1
, 

e

p
rа 


1
, то 
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
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1

1
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1

33 , (5.82) 

  













e

e

p

p

e

p
rп 11

 ,   













e

e

p

p

e

p
rа 11

 . 

Для расчета по формулам (5.81), (5.82) нужно ввести зависимость для 

плотности атмосферы. Нас интересует верхняя атмосфера – 110 – 130 км (ниже 

спутник функционировать не может). Существует несколько моделей атмосфе-

ры. Различные модели атмосферы, найденные разными авторами в различное 

время, имеют общий характер. В диапазоне высот от 130 км до 400 – 500 км все 

кривые lnρ(h) имеют в районе 150 км наибольшую кривизну; с высотой кривые 

постепенно выпрямляются и к 400 – 500 км наклон их почти не меняется. Это 

позволяет в качестве аппроксимирующей функции для lnρ(h) выбрать квадрат-

ную параболу с вершиной в области низких высот: 

00ln hha   ,       (5.83) 

где h – высота над уровнем моря; 00 ,, ha   – постоянные коэффициенты для дан-

ной модели атмосферы. 

В табл. 5.1 приведены значения коэффициентов 00 ,, ha   для различных 

моделей атмосферы. 

Таблица 5.1 

Модель М-1 Высота h, км ВСА-60 
Модель М-2 

Высота h, км ARDC-59 
Модель М-3 

Высота h, км

01449,0

125700

051,20

0

0









h

a

 

130 – 
– 400 

018844,0

103030

961,17

0

0









h

a

 

140 –
– 200 

01594,0

104000

023,19

0

0









h

a

 

140 – 
– 700 

 

Наиболее распространенной аппроксимацией для ρ, которая встречается в 

литературе, является показательный закон (см. также гл. 1): 

H

hh

e
0

0




  ,       (5.84) 
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где ρ0 – значение плотности на некоторой опорной высоте h0, H – высота одно-

родной атмосферы 









gm

kT
H , T – температура (0K), m молекулярный вес, k – 

постоянная Больцмана. 

Из формулы (5.84) следует, что H можно рассматривать как производную, 

т.е. 
lnd

dh
H  . С другой стороны на основании (5.83) получаем 0

2

ln
hh

d

dh



, 

откуда 

0
2

hhH 


      (5.85) 

Для модели М–1 (табл. 5.1), в диапазоне высот от 140 км до 400 км вели-

чина H возрастает от 18 км до 72 км. Зависимость весьма резкая и нелинейная. 

Поэтому аппроксимация плотности функцией (5.84) при постоянной H не мо-

жет обладать необходимой точностью. В то же время для получения качествен-

ных оценок экспоненциальный закон (5.84) вполне себя оправдал. 

Для определения баллистического коэффициента 
m

SC
b z м нужно знать ко-

эффициент лобового сопротивления xC  и площадь миделя спутника. На боль-

ших высотах длина свободного пробега молекул воздуха соизмерима или даже 

превосходит размеры КА. Поэтому величина xC  практически не зависит от 

формы КА, но зависит от характера отражения частиц от его корпуса. Для 

большинства современных КА значение xC  лежит в пределах 2 − 2,5. Наиболее 

часто используется значение 2,2xC . Величина мS  в случае неориентируемого 

спутника в среднем в течение больших промежутков времени может быть при-

нята постоянной и равной примерно 41  величины полной поверхности тела 

[13]. Для ориентированного КА величину миделевого сечения необходимо рас-

считывать в соответствии с его ориентацией относительно набегающего потока. 

Интегралы (5.81) могут быть вычислены, если использовать разложения в 

ряды подынтегральных функций. Соответствующие приближенные зависимо-

сти приводятся в [12]. Для круговых орбит оценки вековых уходов оскулирую-

щих орбит принимают достаточно простой вид: 



 98

 

,
6

,0

,2

Ï
2

52

Ï
2









bà
dN

dT
T

dN

de
å

àbà
dN

dp
ð







     (5.86) 

где п  – плотность в перигее оскулирующей орбиты, pa   – радиус круговой 

орбиты. Из формул (5.81) следует, что вековые приращения фокального пара-

метра «р» и эксцентриситета «е» имеют отрицательный характер: р и е умень-

шаются. 

Аэродинамическое сопротивление, совершая работу, уменьшает энергию 

спутника. Спутник переходит на все более низкие орбиты (уменьшение р), при-

чем сама орбита с течением времени приближается к круговой (уменьшение е) 

Период обращения монотонно уменьшается, а средняя скорость полета возрас-

тает. Максимальная скорость уменьшения высоты приходится на район апогея, 

а минимальная на район перигея орбиты. Последнее объясняется тем, что ос-

новное торможение спутника происходит в перигее орбиты (большие скорости 

и маленькая высота). Уменьшение кинетической энергии в перигее преобразу-

ется в соответствующее уменьшение высоты. В апогее поле тяготения более 

слабое, чем в перигее. Поэтому, даже если бы уменьшение кинетической энер-

гии в перигее и апогее было бы одинаковым, то высота в апогее изменялась бы 

скорее. Это обстоятельство дополнительно способствует более быстрому 

уменьшению высоты в апогее. 

 

5.6 Возмущения орбиты КА, вызываемые влиянием  

Луны и Солнца 

Возмущающее ускорение вызванное влиянием Луны и Солнца достаточ-

но полно описано в параграфе 5.1, в рамках общего подхода к анализу вековых 

возмущений. С помощью одной из систем уравнений для оскулирующих эле-

ментов (5.34), (5.36), (5.39) необходимо получить проекции для возмущенных 

ускорений на орбитальные оси. Эти проекции найдем отдельно для каждого 

возмущающего тела, а общий эффект возмущения найдем как сумму отдельных 
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возмущений. Для описания возмущенного движения в рассматриваемом случае, 

следуя [12] примем в качестве опорной плоскости инерциальной СК Охуz плос-

кость орбиты возмущающего тела jM (j=1, 2). 

Именно от этой плоскости (а не от плоскости экватора Земли) в этом па-

раграфе будем измерять наклонение i и другие элементы орбиты спутника. Для 

получения возмущений элементов орбиты в экваториальной СК необходимо 

прибегнуть к тригонометрическим преобразованиям. Положение радиус-

вектора возмущающегося тела jM  показано на рис. 5.8. На этом рисунке т. А – 

спутник , т. D – возмущающее тело, т. О центр Земли, ху – плоскость движения 

возмущающегося тела, ВАЕ – плоскость движения ИСЗ. Угол xob  – долгота 

восходящего узла орбиты ИСЗ относительно плоскости орбиты возмущающе-

гося тела. Угол iDBA   – наклонение орбиты ИСЗ относительно плоскости ор-

биты возмущающегося тела. Угол BOD  определяет положение возмущающе-

гося тела относительно восходящего узла орбиты ИСЗ. Угол DOA  определя-

ет положение ИСЗ относительно возмущающегося тела. Заметим, что сфериче-

ский треугольник ABD  в общем случае не прямоугольный. Положение плоско-

сти AOD  определяется положением ИСЗ и возмущающего тела. Возмущающее 

ускорение jq принадлежит плоскости DOA , в которой в данный момент нахо-

дится ИСЗ и возмущающее тело. Это следует (см. параграф 5.1) из выражения 

cbq j   (5.15), т.к. вектор b направлен по радиус-вектору «возмущающее тело 

– ИСЗ», а вектор c  направлен по прямой OD  (см. рис. 5.3) Разложим вектор jq  

на две составляющие, из которых первая jS  совпадает с направлением r , а вто-

рая jP  перпендикулярна r  и лежит в плоскости OAD . В работе [12] показано, 

что эти компоненты определяются следующими формулами: 

)1cos3( 2
3

2  j
j

jj
r

r
MkS  ,     (5.87) 

jj
j

jj
r

r
MkP  sincos3

3
2 ,     (5.88) 
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где jjMk 2  – гравитационный параметр j-того возмущающегося тела, r  – ра-

диус-вектор ИСЗ, jr  – радиус-вектор возмущающегося тела (j=1, 2). Составля-

ющие Tj и Wj возмущающегося ускорения j-ого тела по осям орбитальной СК 

О2STW определятся формулами (рис. 5.8):  

jjjjjj PWPT  sin,cos  .    (5.89) 

Используя формулы сферической тригонометрии (см. параграф 3.3) из 

треугольника BAD  получим: 

.cossinsincoscoscos

,cossincoscoscossincos

,sinsinsinsin

jjjjjj

jjjjjjj

jjjj

iuu

iuu

i













.    (5.90) 

Здесь везде индекс “j” характеризует возмущенное тело, ju  – аргумент широты 

спутника относительно плоскости орбиты возмущающегося тела (угол ВОА на 

рис. 5.8) С учетом (5.87), (5.88), (5.89), (5.90) найдем: 

)1cos3( 2
3

 j
j

jj
r

r
S  , 

)cossincossin(coscos3
3 jjjjjj
j

jj iuu
r

r
T   ,   (5.91) 

jjj
j

jj i
r

r
W  cossinsin3

3
 . 

Из этих уравнений следует исключить jcos  с помощью последнего соотноше-

ния (5.90). 

Уравнения, определяющие в первом приближении изменения оскулиру-

ющих элементов, после применения формул (5.91) в векторном виде запишутся 

в следующем виде: 

),,( т Ef
dt

dE
 , 

где 
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, “ т ” − знак транспонирования. 
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Это система вида (5.34). Вместо системы при аргументе “t” можно ис-

пользовать (это удобно) системы при аргументах   (5.36) или “u ” (5.39). 

При этом для определения изменений оскулирующих элементов получим 

квадратуры. Решение уравнений можно существенно упростить, если принять 

во внимание, что угол  , определяющий положение возмущающегося тела ме-

няется мало в течение одного оборота ИСЗ. Так, например, для круговой орби-

ты с радиусом r  8000 км за один оборот спутника, угол   изменится для Лу-

ны ( 1j ) на 11  , а для Солнца ( 2j ) на 1,02  . Для орбиты ИСЗ с радиу-

сом r = 40000 км (высокая орбита) – 121  , а 12  . В силу этого, можно по-

ложить для оценки возмущений за виток траектории ИСЗ const ср . Полу-

ченная таким образом величина изменения оскулирующего элемента за виток 

будет функцией угла  . Общий вид приращений за виток оскулирующих эле-

ментов орбиты из-за влияния Луны, Солнца и других небесных тел следующий: 
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 ,    (5.92) 

где 
3

0












j

j

r

a

M

M
 . Причем а – большая полуось орбиты спутника, jr  – радиус-

вектор возмущающего тела относительно центра Земли, jM  – масса возмуща-

ющего тела, 0M  – масса Земли. Чаще всего полагают, что jr  не изменяется со 

временем. Тогда, для Луны 
3

7
Л1 1056,0 






 

a

a , для Солнца 

3
7

C2 1026,0 





 

a

a , где a экваториальный радиус Земли. 

Входящий в правые части системы (5.92) угол   характеризует положе-

ние возмущающегося тела (рис. 5.8). На витке траектории спутника он считает-

ся неизменным. Однако, при исследовании орбиты спутника на больших вре-

менных интервалах появляется целесообразность оценки возмущений его орби-
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ты за время полного оборота возмущающего тела относительно центрального 

тела (Земли) jT . Для определения изменения некоторого элемента jE  за “m” це-

лых оборотов можно воспользоваться формулой  





m

k
kjkjj EEE

1
cp0 )( ,        (5.93) 

где jkE  – изменение орбиты за k -тый оборот спутника, срк  – некоторое сред-

нее значение угла   за время k -ого оборота. 

Формулу (5.93) при 1
jr

r  можно заменить следующей:  


t

t
jjj T

dt
EEE

0 сп
0  ,      (5.94) 

где jE изменение j-того элемента орбиты за один оборот спутника, спT пери-

од обращения спутника. 

Принимая во внимание, что возмущающее тело движется по орбите, 

близкой к круговой, с почти постоянной скоростью, можно записать:  





)(

сп
0

0в0

0
2

1 tt

о
j

jj E
T

T
EE







,    (5.95) 

где â  – угловая скорость возмущающего тела.  

В формуле (5.95) знак jT  должен совпадать со знаком в . За время jT  од-

ного оборота возмущающего тела угол   изменяется от 0  до  20  . Имея это 

ввиду, приращения оскулирующих элементов орбиты спутника за спT , опреде-

ляемые формулами (5.92), можно считать длиннопериодическими, а вековыми 

считать возмущения за один виток траектории возмущающего тела (за время 

jT ). Т.о., это вековое отклонение произвольного окулирующего элемента орби-

ты спутника определяется формулой: 












2

сп

0

0
2

1
dE

T

T
E j

j
j ,     (5.96) 
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где 
спT

T j  является целым числом. Формулой (5.96) можно также пользоваться 

при 
спT

T j  дробном, если пренебречь изменением оскулирующего элемента за 

один оборот спутника. 

Осуществляя интегрирование в соответствии с (5.96) для приращений 

элементов орбиты, определяемых равенством (5.92) можно получить следую-

щие выражения для вековых уходов элементов за время jT  полного оборота 

возмущающегося тела:  

 

   

.0

,2sin2sin
18

15

,2sinsin1
4

15

,1
5

2
sin1cos

12

15

,cossin51
12

3

â

ñï
2

2

â

22

ñï
â

2222

ñï
2â

222

ñï
2â












 









a

i
T

T

å

e
i

iå
T

T
ee

eåi
T

T

å

iåå
T

T

å

j

j

j

j









  (5.97) 

Так как  21 eap  , то вв 2 eaep   (учитывая, что 0в a ). 

Численный анализ возмущений орбиты ИСЗ, подсчитанных по формулам 

(5.92) и (5.95) дает следующие результаты, приведенные в табличной форме 

5.2. Анализ данных табл. 5.2 показывает, что влияние Луны и Солнца на орбиту 

спутника, близкую к Земле очень невелико. Однако за один год высота перигея 

может изменяться на несколько километров, а положение узла на 5 – 7 угловых 

минут.  

Таблица 5.2 

Исходные данные:  

7350a км, ;1,0e  ;1085,0 7
Л1

   ;1040,0 7
C

  ;410
сп

Л 







T

T
 .5000

сп

C 







T

T
 

Элемент Изменения за один оборот спутника Изменения за один оборот возмущенного тела 

Влияние Луны Влияние Солнца Влияние Луны Влияние Солнца 

Долгота узла  <0,17'' <0,08'' <34'' <3,2' 

Угловое расстояние 

перигея от узла   

<0,29'' <0,14'' <2' <11,3' 

Наклонение орбиты i  <0,17'' <0,08'' <0,43'' <2,4'' 
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Продолжение табл. 5.2 
Эксцентриситет орбиты 

е 
м 5,1

102 7


 

 

 

м 6,0

1093,0 7


 

 
км 3,0

1041,1 4


 

 
км 7,1

1031,2 4


 

 

Перигейное расстояние 

орбиты спутника 

Суммарное воздействие <2,1м Суммарное воздействие за один год <5,1км 

 

5.7 Определение времени существования КА 

Время существования КА определяется продолжительностью полета 

спутника с момента его выведения на орбиту до входа в плотные слои атмосфе-

ры. На время существования спутника Земли оказывают влияние многие фак-

торы, в том числе все рассмотренные выше. Так давление солнечных лучей и 

действие притяжения Луны и Солнца приводят к тому, что орбита КА соверша-

ет периодические колебания и при перемещении перигея в более плотные слои 

атмосферы увеличивается торможение. Например, вследствие воздействия Лу-

ны высота перигея ИСЗ «Эксплорер-6» (США) менялась каждые 3 месяца в 

пределах от 250 до 160 км. Вследствие этого, время существования спутника 

оказалось два года (вместо рассчитанных 20 лет при отсутствии воздействия 

Луны)  

Сплюснутось Земли приводит к перемещению перигея орбиты без изме-

нения расстояния от центра Земли. Если, например, перигей переместится из 

полярной области в экваториальную, то он будет расположен ближе к поверх-

ности Земли и, значит, окажется в более плотных слоях атмосферы. Плотность 

атмосферы меняется в течение суток: на высоте 300 км в полдень плотность 

почти вдвое больше чем в полночь. Плотность верхней атмосферы заметно уве-

личивается с усилением солнечной активности. Условиям, при которых спут-

ник прекращает свое существование, соответствуют элементы некоторой кри-

тической орбиты – минимальная высота крh  полета, минимальный период об-

ращения крT и т.д. Под критической, понимается такая орбита, на которой спут-

ник может сделать один полный оборот. Критические значения высоты полета 

и периода обращения зависят от баллистического коэффициента 
m

SC
b x м  и па-
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раметров атмосферы. Установлено, что при изменении «b» в диапазоне 
















2

3

секкгс

м
0,2002,0 b  величины крh  и крT  меняются сравнительно мало: 

мин 1,8886,5  км, 188108 кркр  Th . Обычно критическую высоту характеризуют 

минимально возможной высотой полета êì 120110êð h  и минимально возмож-

ным периодом обращения мин 7,865,86кр T . 

Эти значения справедливы для различных моделей атмосферы. Вслед-

ствие торможения в атмосфере эксцентриситет орбиты “e” постепенно умень-

шается и становится практически равным нулю в последние сутки, предше-

ствующие прекращению существования. В результате обработки многочислен-

ных данных установлено, что для спутников, орбиты которых имеют перигей 

на высоте 200 – 300 км и e>0,02 уменьшение эксцентриситета до значений 

e=0,001–0,002 практически совпадает (с точностью до одних – двух суток) с 

моментом прекращения существования КА. 

Время существования определяется в результате решения дифференци-

альных уравнений для оскулирующих элементов орбиты (системы (5,34), (5,36), 

(5,39)). На ранних стадиях проектирования находят применение приближенные 

аналитические зависимости, а также зависимости, найденные на основании 

многочисленных исследований и расчетов, представленных в виде диаграмм. 

Приведем некоторые из этих зависимостей. В случае круговых орбит можно 

пользоваться соотношениями, приведенными в табл.5.3. Эти зависимости отве-

чают модели CIRA1961, которая соответствует периоду максимальной плотно-

сти атмосферы. Точность расчета времени существования по соотношениям 

табл.5.3 не хуже 15% получаемых фактических данных. 

Таблица 5.3 

№ Диапазон высот полета h [км] Время существования tсущ[суток] 

1 200-250 (-0,092-0,0005h)
мS

m  

2 250-300 (-0,34-0,0015h) 
мS

m  

3 300-350 (-1,4-0,005h) 
мS

m  
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Продолжение табл. 5.3 
4 350-400 (-3,1-0,01h) 

мS
m  

 

В работе [13] приводятся следующие зависимости для определения вре-

мени снижения КА с высоты 1h  на высоту 12 hh   из-за сопротивления атмосфе-

ры в случае круговой орбиты: 

1

21
21

)()(

b

hFhF
ttt


 ,    (5.98) 

где 
m

SCb
b x м

1 2

1

2
  – конструктивный баллистический коэффициент, 





h

rhp

h
hF

0 )(2

1
)(


, hRr   – радиус круговой орбиты. Время существования 

спутника на круговой орбите высотой 0h  определяется формулой: 

 
1

0
ñóù b

hF
t  .      (5.99) 

Значение функции F(h) для изотермической модели атмосферы приво-

дится в работе [13]. Таблица построена для диапазона высот 100 – 800 км. Ниже 

приводится фрагмент этой таблицы для высот 200 – 540 км, наиболее распро-

страненных для ИСЗ (табл. 5.4). 

Таблица 5.4 

Высота 

h,км 

F(h), 

2

3

секкгс

сутм


 

Высота 

h,км 

F(h), 

2

3

секкгс

сутм


 

Высота 

h,км 

F(h), 

2

3

секкгс

сутм


 

200 0,0912 320 2,22 440 23,5 

220 0,172 340 3,44 460 32,9 

240 0,306 360 5,23 480 45,3 

260 0,523 380 7,81 500 61,7 

280 0,868 400 11,5 520 83,0 

300 1,400 420 16,8 540 111 

 

Для получения оценок времени существования в случае эллиптической 

орбиты можно использовать следующие зависимости [6, 7]: 
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 100.5ñóò.,
8

3 ÏÀ
ñóù












dt

dT

T

a

hh
t  

где ïà ,hh  – высоты апогея и перигея орбиты [км], a  – большая полуось орбиты 

[км], T  – период обращения [сек], 
dt

dT  – скорость изменения периода обраще-

ния 







сут

сек . 

Приведем данные расчета по формуле (5.100). Предположим, что ИСЗ 

9.11.57 г. находился на орбите с параметрами км810км,210 ап  hh , для которой 

период обращения сек 5610T  и большая полуось км 6880a . Скорость измене-

ния периода обращения 







dt

dT  составляла 
сут

сек
 94,2 . Вычисление по формуле 

(5.100) дает суток 60сущ t . С использованием вычисленного времени существо-

вания сущt , датой прекращения полета спутника должна быть 8.01.58 г, а в дей-

ствительности спутник упал на Землю 4.01.58 г. Т.о., получаем весьма близкий 

результат. В работе [12] приводятся примеры расчетов сущt  по аналитическим 

зависимостям, полученным с помощью разложения подынтегральных функций 

в формулах (5.81) в ряды по степеням эксцентриситета «е». Эти зависимости 

имеют достаточно громоздкий вид. Гораздо проще использовать графическую 

методику. В работе [13] даны результаты расчета на ЭВМ времени существова-

ния ИСЗ на эллиптической орбите в функции высот перигея и апогея, наклоне-

ния плоскости орбиты и начального положения перигея. Диапазон изменения 

переменных: 

высот перигея, км  150 – 190 с шагом 10 км; 

высот апогея, км  200 – 400 с шагом 10 км; 

наклонений орбиты, град 45 – 90; 

начального положения перигея, град 0 – 90. 

Результаты получены интегрированием системы уравнений для оскули-

рующих элементов орбиты с учетом возмущающего влияния силы сопротивле-

ния атмосферы. Примерный вид графиков приводиться на рис. 5.9. 
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В заключение отметим, что ошибки расчета времени существования в 

связи с вариациями плотностей атмосферы могут составлять десятки процен-

тов, а на больших высотах (более 500 км) и в годы максимума солнечной ак-

тивности могут в несколько раз превышать прогнозируемое время существова-

ния спутника. 

 

ГЛАВА 6 ТРАССА ИСКУССТВЕННОГО СПУТНИКА 

ЗЕМЛИ 

 

В настоящей главе вводится понятие трассы искусственного спутника 

Земли (ИСЗ), анализируется характер трасс в зависимости от элементов орби-

ты, приводится алгоритм расчета трассы. 

 

6.1 Понятие трассы ИСЗ  

Предположим, что Земля имеет шаровую форму. Назовем проекцией 

спутника на земную поверхность точку, в которой прямая, соединяющая спут-

ник с центром Земли, пересекает её поверхность. Проекция положения спутни-

ка Земли на ее поверхность называется подспутниковой точкой. Совокупность 

подспутниковых точек называется трассой спутника. Если считать траекторию 

спутника невозмущенной, то его орбита (см. гл. 2) принадлежит невращающей-

ся плоскости, проходящей через центр Земли. В этих условиях, если бы Земля 

не вращалась вокруг своей оси, то трассой спутника был бы большой круг, по 

которому плоскость орбиты спутника пересекла бы поверхность Земли. Враще-

ние Земли приводит к существенной деформации трассы. Чтобы выявить зако-

номерности трассы спутника, рассмотрим ту меридиональную плоскость, кото-

рая перпендикулярна плоскости орбиты ИСЗ (рис. 6.1). Спутник, двигаясь по 

орбите, проходит  восходящий узел, при этом его широта, так же как и широта 

подспутниковой точки, (геоцентрическая, геодезическая или географическая) 

будет равна нулю. В дальнейшем будем пользоваться понятием геоцентриче-

ской широты '  (см. гл. 1). Затем широта '  спутника и подспутниковой точки 
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увеличивается, достигая максимального значения в точке максимального воз-

вышения спутника над плоскостью экватора. В этой точке аргумент широты 

«u» равен 90°, а геоцентрическая широта спутника равна наклонению орбиты i. 

Если пользоваться понятием геоцентрической широты ' , то в любой момент 

времени трсп ''   , где ñï'  – геоцентрическая широта спутника, а òð'  – геоцен-

трическая широта подспутниковой точки (трассы). После того, как спутник до-

стиг максимального возвышения над плоскостью экватора, его геоцентрическая 

широта начинает уменьшаться. Таким образом, максимальная широта спутника 

и подспутниковой точки оказывается равной i. Когда спутник, пройдя нисхо-

дящий узел орбиты, окажется в южном полушарии, аналогично можно заклю-

чить, что максимальная южная широта спутника и его подспутниковой точки 

есть опять i. Таким образом, на вращающейся Земле трасса спутника оказыва-

ется некоторой кривой на поверхности Земли, лежащей в широтном поясе 

 ii  , , если 
2


i . Если 

2


i , то подспутниковые точки принадлежат широт-

ному поясу  ii   , . В результате существуют зоны на поверхности Зем-

ли, которые не могут быть подспутниковыми. Эти зоны заштрихованы на рис. 

6.1.  

Форма трассы определяется зависимостью  '
тр

'
тр   ( '

òð – долгота подспут-

никовой точки) на развертке поверхности Земли. Эта форма определяется глав-

ным образом наклонением орбиты и периодом обращения спутника. Благодаря 

тому, что трасса вычерчивается спутниками на вращающейся Земле, угол пере-

сечения трассой экватора всегда отличается от наклонения орбиты. (В частно-

сти, для полярных орбит он не равен 90, т.к. при пересечении экватора под-

спутниковая точка отклоняется к западу.) 

Для прямых спутников с низкими околокруговыми орбитами и периодом 

обращения существенно меньшим 24 ч (возможное значение периода мин90T ) 

трасса напоминает синусоиду, многократно опоясывающую земной шар. На 

рис. 6.2 показан характер трассы таких спутников на двух витках орбиты. Если 

за начальный момент времени взять время прохождения восходящего узла ор-
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биты t , то координаты подспутниковой точки равны:     ''
òð

'
òð ;0    tt , 

где '
  – долгота подспутниковой точки в момент прохождения восходящего 

узла. Если пренебречь возмущением долготы восходящего узла из-за несфе-

ричности Земли и влияния Луны и Солнца, то через виток траектории (в мо-

мент времени Tt  ) координаты подспутниковой точки будут: 

    TTtTt ç
''

òð
'
òð ;0    , где, как обычно, Ç  – угловая скорость су-

точного вращения Земли. Трассы двух соседних витков орбиты сдвинуты (к за-

паду) на угол TЗ  (рис. 6.2). На подобных трассах движение всюду направлено 

к северо-востоку или к юго-востоку, а в крайних северных и южных точках – на 

восток. Иная картина трассы будет иметь место в случае сильно вытянутых ор-

бит (с большим радиусом апогея) и орбит с большими периодами обращения. В 

этих случаях Земля в своем вращении на некоторых широтах (особенно вблизи 

экватора) будет обгонять спутник и на трассе могут появиться «петли», так, что 

движение, по крайней мере, по части трассы будет для прямого спутника 







 

2


i  происходить в западном направлении. На рис. 6.3 представлена каче-

ственная картина трассы на одном витке траектории спутника с большим экс-

центриситетом орбиты, апогей которой находится в северном полушарии и 

совпадает с точкой максимального возвышения над плоскостью экватора 

(U=90). Аргумент перицентра этой орбиты равен 270. На рис. 6.4 показаны 

трассы с круговыми орбитами при i=65 и с очень большими периодами обра-

щения: случай а) Т=20 ч, б) Т=30 ч. 

Представляют интерес спутники с периодом обращения, кратным време-

ни оборота Земли вокруг оси (т.е. звездными сутками – 23 ч 56 м 4 сек). Их 

иногда называют синхронными. Трасса такого спутника представляет собой за-

мкнутую линию. Синхронный спутник периодически появляется над любой 

точкой трассы. Частным случаем синхронного спутника является суточный 

спутник – с периодом обращения равным звездным суткам. В случае если его 

орбита круговая, ее высота над Землей должна составлять ≈35786 км (радиус 

орбиты 42164 км). Трассы суточных спутников с круговыми орбитами и накло-
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нением i, отличным от нуля, имеют форму восьмерки, перекрестие которой 

расположено в некоторой точке экватора. Эти трассы – «восьмерки» не опоя-

сывают земной шар, а лежат в одной его стороне. Максимальная широта под-

спутниковой точки (высота «восьмерки») равна наклонению плоскости орбиты. 

Наконец, частным и чрезвычайно важным в практическом отношении случаем 

суточного спутника является стационарный спутник, круговая орбита (с пря-

мым обращением) которого лежит в плоскости экватора. Трасса такого спутни-

ка вырождается в точку на экваторе, так как угловые скорости радиус-вектора 

такого спутника и Земли совпадают. 

Описывая трассы спутников, мы считали их движение невозмущенным. 

Наиболее существенно на трассы низких спутников влияют возмущения от не-

сферичности Земли. Стационарный спутник должен совершать долготные ко-

лебания благодаря тому, что Земля, помимо того, что сплюснута у полюсов, 

имеет также “поперечное сжатие” (экваториальное сечение Земли представляет 

собой не круг, а эллипс). Он должен также испытывать сравнительно сильное 

возмущающее влияние притяжений Солнца и Луны. Поэтому стационарные 

спутники снабжаются корректирующими двигательными установками, которые 

должны их удерживать над определенным пунктом земной поверхности. С этой 

целью на американских стационарных спутниках «АТС» используются экспе-

риментальные электрические двигатели. 

 

6.2 Расчет трассы 

Построение трассы сводится к определению геоцентрических координат 

(широты '  и долготы ' ) подспутниковых точек в гринвичской системе коор-

динат ггг zyOx . Трасса начинается в определенный момент времени, но для по-

строения и анализа трассы удобно в качестве начального момента времени ис-

пользовать время прохождения восходящего узла орбиты t . На рис. 6.5 пред-

ставлена схема построения трассы. Рассматривается случай околокруговой ор-

биты, характеризуемой высотой h и наклонением i.  
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На рис. 6.5 точка 1M  – подспутниковая точка, соответствующая моменту 

времени t движения спутника на орбите с учетом вращения Земли и смещения 

долготы восходящего узла   из-за сжатия Земли. Точка 0M соответствует 

движению спутника без учета указанных факторов. Из сферического треуголь-

ника BAM 0  следует (рис. 6.5): 

i
BAiu

tg

'tg
sin,sinsin'sin 0

0


 


.    (6.1) 

Т.к. вращение Земли и смещение узла орбиты на широту точки 0M  не влияют, 

то 0тр ''   . 

Долгота подспутниковой точки в гринвичской СК для произвольного мо-

мента времени t равна: 

)(''тр   ttВА 


,     (6.2) 

где   – суммарная угловая скорость (скорость вращения Земли и прецессии 

узла орбиты), '  – долгота подспутниковой точки в момент прохождения вос-

ходящего узла (т. А). 

Смещение долготы восходящего узла   определяется формулой (5.54): 

,
cos

2
u

p

i


 

  

 ,1,
cos

22



 j

jr

p
uu

p

i 

   

где u  – аргумент широты в момент времени t. В случае круговой орбиты: 

hRrp   ( R  – радиус Земли); 

,,
)(

êð

3 













hR

V
t

hR
tu    

 3hR
u




 . 

Тогда  

2
7З

)(

cos

hR

i






 ,      (6.3) 

зв
З

2

T

    ñóòêèçâåçäíûå çâ T . 

Разность времени можно выразить через аргумент широты: 
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T
u

tt
2

   ,      (6.4)  

где T  – период обращения спутника по круговой орбите радиуса r=R+h: 







2
33 )(

22
hRr

Т


 . 

Таким образом, при расчете трассы на интервале 20  u  c учетом (6.1), 

(6.2), (6.4) следует использовать следующие соотношения: 


















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

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'
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



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

u
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u
hR

i

T

T
ÂÀ

ui



     (6.5) 

Из 1-ой формулы (6.5) следует, что ii  )arcsin(sin'
max

'   при 2u  и 

)arcsin(sin'
min

' i   при 2
3u . Из 2-ой формулы (6.5) следует, что при изме-

нении аргумента широты на 360, начало трассы каждого последующего витка 

смещено относительно предыдущего на величину '
â : 












2

çâ

'

)(

cos
2

hR

i

T

Ò
â 

 .    (6.6)  

Отсюда также следует, что любая точка трассы на последующем витке смещена 

по долготе в западном направлении на одну и ту же величину в' . Это смеще-

ние называется межвитковым сдвигом. Например, для высоты круговой орбиты 

284 км (период Т=1,5 ч) величина межвиткового сдвига составляет 22,5 [10]. 

После полного поворота Земли (звездные сутки), витки трассы последующих 

суток будут каким-то образом располагаться относительно витков предыдущих 

суток. 

Если в звездных сутках укладывается целое число периодов обращения 

спутника, то трасса, начиная с некоторого витка, повторяется. (Последнее спра-

ведливо при отсутствии возмущений, т.е. при З  .) Если в звездных сутках 
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не содержится целое число периодов, то наблюдается сдвиг по долготе, кото-

рый называется суточным сдвигом. 

Проведенный анализ по межвитковому и суточному сдвигу справедлив и 

для эллиптических орбит, т.к. единственным параметром, определяющим рас-

смотренные эффекты, является период обращения спутника. Необходимо заме-

тить, что на небольших интервалах времени (1 – 2 витка орбиты ИСЗ) долгота 

точки весеннего равноденствия 0'*   и, следовательно, ' . 

Формулы (6.5) справедливы при расчете трассы околокруговых орбит. 

Для расчета трассы эллиптических орбит следует использовать формулы (6.1), 

(6.2). Все приведенные выше зависимости учитывают влияние на характер 

трассы только одного возмущающего ускорения: от сжатия земного эллипсои-

да. В общем случае, при учете действия и других возмущающих факторов, 

можно рекомендовать следующий алгоритм расчета трассы. 

1. Рассматривается система уравнений для оскулирующих элементов 

орбиты (5.34), (5.36), (5.39). Эта система решается численным интегрировани-

ем, и находятся оскулирующие элементы орбиты спутника  ,,,,, eip  .  

2. По формулам (3.6) находятся декартовые координаты x, y, z спутни-

ка в инерциальной геоцентрической экваториальной системе координат Oxyz 

(см. параграф.3.3). 

3. Используя таблицу направляющих косинусов (табл. 3.4) и рис. 3.5, 

находим декартовые координаты ггг ,, zyx  спутника в гринвичской (географиче-

ской) СК, связанной с вращением Земли. А именно:  

zzyxyyxx  г**г**г ;'cos'sin;'sin'cos  ,   (6.7) 

где *' долгота точки весеннего равноденствия. 

Напомним (см. параграф.3.2), что г* 360' S  , где ãS  – гринвичское 

звездное время, которое находится по астрономическим ежегодникам. 

4. Используя геометрические связи, определяем гринвичские угловые ко-

ординаты подспутниковой точки тртр ' и '  . Широта подспутниковой точки: 

''' сптр   , где ñï'  – геоцентрическая широта спутника. Имеем (рис. 6.5): 
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r

zг'sin  , где r  – радиус-вектор спутника относительно центра Земли, а zz г . 

Таким образом,  

r

z
arcsin'тр  .       (6.8) 

Далее можем записать: 

трг 'sin'cos ry  , 

откуда  

'cos
'sin г
тр 


r

y
  

или 
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








'cos
arcsin' г

тр 


r

y
.     (6.9) 

Если рассматривать Землю как сжатый сфероид (эллипсоид вращения), то 

значение радиус-вектора 'r  подспутниковой точки определяется формулой [4]: 

'cos1

1
'

22
3

2
З

3 e

e
ar




  ,     (6.10) 

где (см.гл.1) 
3,298

1
;2 êì;245,6378 3

2
33

2
ÇÇ  ea . Формулы (6.8) и (6.9) 

решают поставленную задачу. 

Заметим, что на практике, как правило, оказывается достаточным метод 

расчета трассы по формулам (6.1) и (6.2), а описанный выше общий метод мо-

жет служить для оценки погрешности расчета. 

 

 

 

 

 

 

 

 



 116

ПРИЛОЖЕНИЕ 

РЕСУРСЫ ИНТЕРНЕТ 

Фирмы и общественные организации 

Airline Pilots Association: http://www.alpa.org  

American Institute of Aeronautics and Astronautics: http://www.aiaa.org 

American Mobile Satellite Corp.: http://www.skycell.com 

Analog Devices Inc.: http://www.analog.com 

Alpine Electronics: http://www.alpinel.com 

Ashtech Inc.: http://www.ashtech.com 

ATX Technologies: http://www.track.com 

Comroad: http://www.solidinfo.com 

Blue Marble Geographies: http://www.bluemarblegeo.com 

Delorme Mapping: http://www.delorme.com 

Dimensions International Inc.: http://www.dimensions-mtl.com 

Etak Inc.: http://www.etak.com 

Garmin International: http://www.garmin.com 

Geotek: http://www.geotek.com 

The Goeken Group: http://www.goeken.com 

Greenfield Associates: http://www.greenf.com/greenf/ 

Hewlett Packard: http://www.hp.com 

Honeywell Inc.: http://www.honeywell.com 

Hughes Electronics Corp.: http://www.hughes.com 

Institute of Navigation: http://www.ion.org 

ITS America: http://www.itsa.org 

Liikuva Systems International: http://www.liikkuva.com 

Megapulse: http://www.megapulse.com 

Motorola Inc.: http://www.mot.com 

Navitrak International Corp.: http://www.navitrak.com 
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Navstar Systems: http://www.telecom.com/navstar 

Navsys Corp.: http://www.navsys.com 

Odetics Inc.: http://www.odetics.com 

Orbital Sciences Corp.: http://www.orbital.com 

Pelorus Navagation Systems Inc.: http://www.pelorus.ca 

Pro Tech: http://www.ptm.com 

Raytheon Co.: http://www.raytheon.com 

Rockwell Collins: http://www.cca.rockwell.com  

RTCA: http://www.rtca.org  

SiRF Technology: http://wwW.sirf.com 

Trimble Navigation: http://www.trimble.com 

WR Inc.: http://www.galaxy.net.com/wri 

Xypoint: http://www.xypoint.com 

Координационный научно-информационный центр: http://www.glonass-center.ru 

Компания Геокосмос": http://www.geokosmos.ru 

ЗАО НПП "Навгеоком": http://www.agp.ru 

ГИС-ассоциация (является проектом компании Profound Solutions): 

http://www.allgis.ru 

Ижевский радиозавод: http://www.irz.ru/products/navig/glonas 

Центр телематических решений: http://telematica.ru 

ООО "Моринтех" (Морские информационные технологии): http://www.ecdis.ru 
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